


Journal 


für die 


reine und angewandte Mathematik. 


Ph: 
‘ a, 1 
In zwanelosen Heftem \,. Sityor 
c LH GA Nr 





Herausgegeben 


A. L. Crelle Wil 


Mit thätiger Beförderung hoher Königlich -Prenfsischer Behörden. 


« 





Siebenter Band, 


ın 4 Heften. 


YMır 3 Kunfertafeln. 


ES Eee EEE VEEEEEEERSEEEEEREESDSEEBISESSENESSSESSERCSEBEBENENENESRNBEEREERSSHEERARER: 





‚erlin, 1831. 


E| Beı G Reımer. 


Ft se trouve ä Panıs chez Mr. Bachelier (successeur de M"* V* Courrser, 


Libraire pour les Mathematiqnes etc. Quai des Augustins No. 55. 











a5 
BE, 





Inhaltsverzeichnifs 


des siebenten Bandes, nach den Gegenständen. 





u 


I. Reine Mathematik. 





nen 1. Anal yS 1 5. kleft 
2. Auflösung einiger arılhmetischen und geometrischen Aufgaben. Vom 

Herrn 7A. Clausen zu München. . . . r : l. 
4. Note sur une nouvelle application de P’analys se des fonctions elliptiques 

a Palgebre. Par Mr. €. G. J. Jacobi, prof, de math. A Königsberg. 1. 
5. Additamenta ad conatum, casum imedueihilen solvendi. Auct. Dr. C, 

J. D. Hilt, Londini Geh. a I u u I. 
7. Memoire sur quelques forınules aindenies d’analyse. Par Mr. G. Libri 

de Florence. . . . .. a ar Fa se De ee 1. 
9. Potenzial- oder cyklisch- hy perbolische Functionen. Vom Herrn Prof. 

Gudermann zu Cleve. (Tafeln zu der Abhandlung No. 1., 16. und 28. 

Ka  # >» -» = 3 2% RR EKE e 1. 
u: Te ee 2 re ee a 
14, Über den Werth der Reihen 

Rz BEE ER in infin. und 
Sn = 1" — 3" 45” — etc. in infin, 

Vom Herrn Th. Clausen zu München. - . : 2» 2 2 2 2. ‘ nl. 
17. Observatio pertinens ad solutionem aequationum indeterminatarum se- 

cundi gradus. Auctore Ferd. Minding, Dr. phil.. . .. . ll. 
22. Note sur la maniere dont se composent les sah de y et x dans 

l’equation er 4 = y?+#pz*, et celles de Y’ et Z’ dans l’&quation 

(cp? — 

er = Y'?+pZr, Par M'° Sophie Germain ı Paris. . » U. 
24. Verschiedene mathematische Aufgaben und Sätze. Von dem Herrn Con- 

rector Beyer zu Neu-Stettiin . » 2 2 2... Fr 
95, Memoire sur les fonctions discontinues. Par Mr. G. Libri de es, 111. 
96. Beweise der ersten Sätze der Theorie der numerischen Facultäten. Vom 

Herrn Th. Clausen zu München . . . ’ ee . 111. 
28. Meinoire sur la theorie des puissances, des fonctions angulaires et des 

facultes analytiques. Par P’editeur. - = » 2 2 2 22... MH 
31. Suite du memoire preeedent. - » 2 2 2 m en nenne. MW. 
29. Umformung einer Reihe von sehr allgemeiner Form. Vom Herrn Prof. 

C. Gudermann zu Üleve. . . 2». : a te 
30. Demonstrationes theorematum et sölstiones problematum quorumdam a 

celeb. Hill Vol.7. pag. 102. hujus operis propositorum. Auct. Th. 

Clausen. Mun. re ee ES 

2. Geometrie. 

1. Me&moire sur la courbure des surfaces. Par M®'!® Sophie Germain aParis. 1. 
2. Auflösung einiger arithmetischen und geometrischen Aufgaben. Vom 

Herrn Th. Clausen zu München . 2. 2m on ne. 1. 
3. Beweis einiger geometrischen Sätze, Von Demselben. . . . . . I. 


30 
41 


44 


da 
N 
or Be 


112 


140 


u 


35 





un 


C 


10, 


24 


12. 


13. 


11, 


Inhaltsverserıchniı[s de sıebenten Bandes. 


ındlune Heft 


Geometrische Auflösung der Aufgabe: In einen Kegelschnitt ein Dreieck 
zu beschreiben, dessen Seiten verlängert durch gegebene Puncte gehen. 
Vom Herrn Th. Clausen zu München. „. . . j 474, Er I. 
Neuer Beweis der Gaufsischen Formeln in der sphärischen Yrieono- 
ınetrie. Vom Herrn L. Feldt, Professor der Mathematik zu Braunsberg 


in Ost-Preuisen. . .:e .. Br 2 I. 
Finige geometrische Sätze. In Folge ww ice 11. Band 6. Heft 2. 
Seite 213. Vom Herrn L. J. Magnus zu Berlin. -. . 2 . 2... II. 
Verschiedene mathematische Aufgaben und Sätze. Von dem Herrn Con- 
vote Beyer a ARE de ern a er 


II. Angewandte Mathematik. 


Eine neue Art, die Zeit und die Polhöhe zu bestimmen. Vom Heırn 


Th. Clausen zu München. . . .. ur u a Be U. 
Über die Formirung der Bedingungs- Gleichminen zur Verbesserung einer 
Planeten- oder Gometenbahn. Von Demselben. . . " IL. 


Memoire sur la theorie de la chaleur. Par Mr. G. Libri de Florence. 11. 
Auflösung einer astronomischen Aufgabe. Von Herrn Th. Clausen zu 


Zu. ee a % Zu AZ AR 11. 
Me£inoire sur l’equilibre Interieur des corps sololiähis homogenes. Par 

MM. Lamd et Clapey ron, Colonels du Genie au service de Russie. . 1. 
Suite du me moire pröcddent. ee SEE a WIENER TE 5 
Fin du memoire prece er 5 j Eu 7 


Entwickelung der Bedingungen des Gleichgewichts zwischen Kräften, 
die auf einen freien festen Körper wirken. Von dem Herrn Prof. 4. F. 
Mobius zu Leipzig. . . . > . a . . © . . . . 7 & . 2) III. 


Aufgaben und Lehrsätze. 


Aufgaben und Lehrsätze, erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. . i. 


Anzeigen und Nachrichten von Büchern. 


Rapport sur un ouvrage manuscrit de Mr. Ostrograski, intitule: 


„Cours de mecanique crleste.’ . a . . . . . . . . . . I. 
Notice sur un ouvrage de Mr. le Baron de Poisson, sur l'action capillaire. 11. 
Anzeigen und Nachrichten von Büchern. . . . » 2 2 02 2.2... 





a 
E 
x 


Seite 


105 


108 
116 
143 
145 
237 
351 


102 


37 
170 
414 





1. Hele S. Germain, sur la courbure des surfuces, l 


R, 


Memoire sur Ja courbure des surfaces. 


‚ } . j 2 h \ > 
Par Merle Sophie Germain a Paris.) 





1 »-, = 4% . * 
Observations preliminaires. 

‚es surfaces ont ete Fobjet d’un grand nombre de travaux, et cependant, 

. ) I \ . . \ N‘ r 
si lon cherche a pressentir quel obstacle pourreit, a la premiere vue d£- 
courager le lecteur, on est moins frappe de lVespöce de satiete qui sat- 
tache au sujet que de la trop grande nouveaut® de laspect sous lequel on 
a cru devoir lrenvisager. 


“YyN 14 . . 
On se propose, en eilet, dans ce memoire, de signaler et de de- 


finir un genre de quantits dont Vexistence ne paroit pas avoir dte soup- 
(4 r\ . .\x - F (4 * „ » „ 
connee; et, en traitant une matiere qui semble epuisee, on sera force 
. \ “ . . . . Ed « . . N 
de recourir a des distinetions inusitces, a des notions singulieres en appa- 
. \ . . . 
rence. Sans doute, il est a craindre que de telles recherches qui n’auront 
ni Fappui d’un nom celcbre, ni, malgre tous mes soims, le secours d’une 
ıı7 yr tr l n ıc/ı nina laıbler > JaTara ıllies : le ı } Ire I 1. r; 
exposition lumineuse soient jaiblement aceuellies; le moindre degre dat- 
tention suffiroit cependant pour reconnoitre que ces distinetions sont fon- 
dies, et que ces notions resultent du point de vue sous lequel la cour- 
bure des surfaces se presente dans de certaines questions.  Ainsi lorsque 
| 
la courbure entre en comparaison avec des quantites dynamiques, on ne 
peut se dissimuler quelle est tacitement traüice comme une quantitd du 
möme genve. Les surlaces ne sont done pius considerees par rapport a 
“ . “ ./ [4 ı* ‘N . 
eiles seules, et il ne s’agit pas de leurs propricies particulieres, ni de cel- 
ES \ . ‘ Y - 4 - 
les qui sont communes a une classe d’entrielles. Ge dont ıl s’agit alors 
- . . [4 . d ; 
c'est de definir la quantitc dynamique nce de la eourbure. Or cette quan- 
. (4 » » u . .,. - 
tite ne depend pas de la figure des surfaces, mais d'une condition qui est 
remplie par un nombre inini de surfaces dillerentes. De läa naissent des 
» ” . (4 . © . a [4 (4 ’ 
distinctions necessaires, mais dont Tusage n’a pas encore ete consacre;z des 
. [} ” ” . . o er 14 » “ (4 . 
notions simples, mais qui m’ont jJamais ete textueliement exprimees.  8i, 
(4 . . ” . . . . . 
des le debut de ce memoire, on £toit dans Fobligation de s’expliquer et 
sur ces notions et sur les distinetions quelles rendent indispensables, la 
. o .n . . A . 4 
täche seroit exträmement diffieille. Par l'oordre meme des idees on se 


trouve place dans une position beaucoup plus favorabie. 
Crelle's Journal d. M. VII. Bd. 1. ft, 1 
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TI convient d’examiner d’abord quelles sont les eourbures lin@aires dues 
aux intersections des plans menes par un des points de la surface; et les recher- 
ches d’ Euler oilrent, a cet egard, les secours qu'’on peut desirer. Le pre- 

2 f 14 ” A ’ 
mier paragraphe du present memoire pourra etre regard& comme le develop- 
“ .., i ’ r w « 
pement de celui de cet illustre geometre sur Ja courbure des surfaces; et la 
® . . » > [4 . . 
simple combinaison des formules conduira a determiner la loi a laquelle 
est assujettie Ja repartition de la courbure Iineaire. Cette loi sera ensuite 
j4 [4 . . ” - 14 (4 
prösentee comme un cas particulier d’une loi generale, dont un exemple 
emprunte Aa la distribution de la chaleur ofirira une seconde application. 
x 5 4 14 (4 . 4 “ . “ 

Apres avoir developpe les consequences immediates des principes 
adoptes depuis longtems, on exposera quelques considerations nouvelles 
sur la eourbure des surfaces. L’examen de la maniere dont la courbure 

. 4 ‘1 u \ . ” . u [4 7 
est repartie, revelera bientöt l’existence d’une quantite moyenne depen- 


“ \ . a x 
dante de la courbure, mais commune a un nombre infini de surfaces de 


Le lecteur verra que dans les questions dynamiques, oü la cour- 
bure entre en consideration, tandis que la somme des forces nees de cette 
courbure , est independante de la figure de la surface, la repartition des 
memes forces autour du point donne depend, au contraire, de cette 
figure; en sorte que la loi de repartition de la courbure Iineaire autour d’un 
point choisi sur la surface, oflre la plus entiere parit@ avec ce que l’on sait 
relativement a la composition des forces qui agiroient autour de ce point. 

Une construction dont Tidee se presente assez naturellement ser- 
vira a rendre sensible et la distribution de la courbure et lF’@quivalence des 
hgures differentes auxquelles appartient une m&me courbure moyenne. 

Ces varietes sont toutes comprises dans le cas ou les rayons de 
courbures prineipales sont dirigds du möme cöte. Afın de ne rien laisser 
a desirer sur ce qui concerne la courbure moyenne, on montrera quels sont 
les changenieus graduels qu’eprouve cette courbure dans le cas contraire, 

la derniere partie de ce travail, bien quintimement lice & la pre- 
miere, en est pourtant distinete. il arrivoit donc, contre toute attente, 
quelle devint lVobjet de quelqwobjeetion, lautre partie, ou, ayant eu soin 
d’ecarter les idees qui me seroient particulicres, je me suis constamment 


laiss@ guider par les travaux d’Euler, devroit au moins en €tre A Tabri. 
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Memoıre 

Ss. 1. 

Des recherches d’Euler et des consequences quon 
en peut tirer. 

1. Si, par rapport aux surlaces, on avoit besoin de eonnoitre la 
mesure de la courbure, on trouveroit peu de secours dans les derits des 
scometres qui se sont occupes des diverses questions dont se compose la 
gcometrie deseriptive, et Kon seroit force® de remonter A des travanx 
plus anciens. 

Le memoire d’Euler, intitulö: „Recherches sur la cour- 
bure des surfaces (M. de Berlin, 1760, p. 119.) contient, en eilet, 
tout ce que lon sait dimportant a cet egard; et, en lisant ce beau m/- 
moire, on appercoit bientöt que Fillustre auteur y a depose le serme des 
recherches, qui peuvent faire disparoitre les diliicultes quil a pris soin 
de signaler. 

Dans la vue de fixer le point de döpart, on reproduira ici les pre- 
miers passages de ce memboire, 

Ein voicı le debut: „Pour connoitre Ja courbure des lignes cour- 
bes, la determination du rayon osculateur en Journit la pius juste me- 
sure, en nous prösentant pour chagqte point de la courbure un cercle, 
dont la courbure est preeisement la möme. Mais quand on demande la 
couwrbure d’ıne surface, la question est fort @quivoque et point du tout 
susceptible d’une reponse absolue, comme dans le cas preeddent. In), 
a que les surfaces spheriques dont on puisse mesurer la courbure, attendu 
aue Ja courbure d’une sphcre est la m@me que celle de ses grands cer- 
cles et que son rayon en peut Ötre regarde comme la juste mesure. Mais, 
pour les autres surfaces, on n’en sauroit möme comparer la cour- 
bure avec celle d’une sphere, comme on peut toujours comparer 
fa eourbure d’une ligne courbe avec celle d’un cercle; la raison en est 
@vidente, puisque, dans chaque point d’une surface, il peut y avoir une 
infinit& de courbures differentes . ... .” 

Plus bas (p. 120.) on lit: „Mais, pour le sujet present, il suffit de 
ne considerer de toutes ces infinies sections «que celles qui sont perpen- 
dieulaires a la surface, dont le nombre est pourtant encore infini »... 


.. .: et Vassemblage de tous ces rayons (ceux des courbes produites 
I ni: 
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par les sections normales) nous donnera la juste mesure de la 
courbure de la surface au point donnd.” 

Lorsque je proposai de reprösenter la courbure d’une surface par 
la somme des raisons inverses des deux rayons de ses courbures princi- 
pales, Fobjeetion indiquce d’avance dans le premier des passages qu'on 
vient de lire fut reproduite; et les opposans parurent croire que, parmi 


le nombre infini des courbes contenues dans les dillerens plans mends par 
un des points de la surface, le choix des courbures principales etoit 
arbitraire. 

Dans le memoire envoy@ Aa TAcademie, pour le concours de 1816, 
je pris la somme des raisons inverses des rayons des courbures qui re- 
sultent de toutes les intersections que produisent les diflerentes positions 
du plan mene par le point donne. 

On sait que la formule «mi exprime la courbure due aux sections 
obliques, renferme le cosinus de Yinclinaison. Cette formule appartient, 
je crois, a Meunier mort lorsquwil dtoit encore eleve de l’ecole poly- 
technique. Quoiquil en soit, en prenant par rapport a chacune des po- 
sitions du plan normal, la somme de toutes les sections inclinees, chaque 
valeur du cosinus est Cerite avec des signes opposes; cette somme dispa- 
roit done, et, par consequent, il ne reste plus, dans la somme generale, que 
les seules valeurs dues aux seetions normales. Jai fait voir que cette 
dernicre somme est uniquement composce des raisons inverses des rayons 
de principales courbures pris un nombre infini de feis, en sorte que la 
somme totale n’est autre chose «que le resultat d’operations Equivalentes, 
dont une seule sufliroit pour exprimer la courbure de la surface. 

Un pareil raisonnement etoit conforme A Findication donnee par 
Euler; car on vient de voir que cet habile geometre pensoit, sans quiil 
ait pourtant t@moigne Tavoir verifie, qu’on pouvoit mettre a l’ecart les 
seetions obliques et que la somme des sections normales eonduiroit a con- 
noitre „la juste mesure de la eourbure de la surface au point donne.” 
N ctoit d’ailleurs evident, que Videe de Finfini, etrangere a une semblable 
mesure, y avoit ete introduite par la multiplicit@ des operations, multiphi- 
eit@ a laquelle avoit donne lieu la forme du raisonnement, et non la na- 
ture de la question. 

Ouoispwil en soit du merite de cette demonstration, elle fut for- 


/ ‚ RR 52 , \ 
mellement desapprouvees et, la Ieeitimite de Vhyvothese ne cessant pas 
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d’etre eontestde, il parut necessaire d’examiner de nouyeau quelle est, par 
rapport aux surlaces, l’expression de la courbure. 

2. On vient de dire quil est permis de mettre & löeart les cour- 
bures dues aux sections obliques; dans la suite, de nouvelles considera- 
tions serviront ü Ctablir que ces courbures sont, en eflet, Ötrangeres A la 
uestion des surfaces. Mans quwil soit besoin d’en avertir de nouveau, 
nous nous bornerons done des-A-present a nous occuper des seules sec- 
tions normales. 

Si, conform@ment a la remargque d’Euler, les deux courbures prin- 
cipales suflisent pour determiner la courbure de Fel@ment d’iune surface, 
on ne peut cependant se faire une idee complete de cette courbure, sans 
recourier a lexamen des courbures lineaires qui ont une origine commune 
avec les courbures prineipales. 

Soient f et g les rayons de plus grande et de moindre courbures, 
r et r’ les rayons qui appartiennent aux plans faisant, Yun Vangle 2, Vau- 


m f 
tre langle @-+—, avec celui de plus grande courbure, les formules 


d’ Euler donnent: 











fe 
= - - 
J+:s (F—g) cos 2? 
vi 2/5 


en . 
’ st 
ts —(f—3) cos? (7 Y 5) 
d’ou on tire: 
u !+r2:—(S—:) cos2p 
r 2/8 2 
ST 
u Mi u: 
1 St: ( f—g) cos +15 _S+s+(f—s)cos2Yg 
Bas 2fs m 2/8 


r 
et par consequent 
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. 
or 
'®) 
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r Be er 
Par construction, les plans qui contiennent les courbures exprimees 


1 1 . ’ Pr ® . x 
par — et — sont perpendiculaires entr’eux et ne sont assıyettis a aucune 
r r 


autre condition. 
Quelle que soit d’ailleurs la position de deux plans normaux per- 
pendiculaires entr’eux, la somme des courbures contenues dans ces plans 


est done une quantite constante. 
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Dans le m@moire dont nous avons deja parle, on avoit fait usage de 
cette remarque; et on a Jieu de croire quelle m’avoit pas encore 6t6 faite. 


“= 


3. Parmi les positions des deux plans normaux perpendiculaires 
entr’eux, eelle qui est determinde par la valeur 45° de langle © est tres 
remarcnable. 


On a alors: 


1 __ St2— (fr) 00° a: 
an OR Bus ag ivauaes | 





| 


fa) 








| re + 5 Tr\ F-58 \cos 90° 1 ( 1 1 ) 


» 


Ainsi, les courbures contenues dans Tun et lautre de ces plans sont sales 
entr’elies. Elles doivent done @tre @gales, comme elles le sont en eilet, 


* la demi-somme des eourbures principales. 


« 


14 


En ayant dgard Aa leur position seule, position qui partage en deux 
parties @gales la distance angulaire entre les plans prineipaux, on est suf- 
fisamment autorise a nommer plans moyens ceux qui contiennent les 
courbures Ögales a la demi-somme des courbures principales. 


4. Set R’ etant les rayons contenus dans les deux plans qui, de 


part et diautre du plan de plus g 


srande courbure, font avec lui langle w, 











' f+ 2 — (f—e) cos?(Ir7r—w) +2 — (fr) vos?w 


m 


I,es eourbures eontenues dans lun et lautre de ces plans sont donc ega- 


los entreelles. Cette dealite est independante de la valeur de langle wm; 


- 


mais, parmi les systömes de deux plans ainsi choisis, la valeur vo = 45" 


. . s) \ ....0 
est la seule au satıslasse en meme ftems da cette autre condition, Que la 


somme des deux eourbures soit egale a celle des courbures principales, 


R, et R,, etant les rayons contenus dans les deux plans qui, 


de part et d’autre de Fun des plans moyens, font avec hut l’angle w’, on a: 











E 
{ ft. f—.e) cos2(45° — uw’) __ + :+(f— er) sin? w‘ 
m = Br = F, - 
5 2fe fe 
JS+: f— 2) cos2(45 —w) _ fts— (F—s)sin2w 








ae FR FT. fs 
Fi; 2JE An 8 


et par vonse@ment - 
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La somme des courbures qui appartiennent a l’un et a l’autre plan, 
est done @gale ü celle des courbures principales. 

Cette galit@ est ind@pendante de la valeur de Tangle ww’: mais, 
parmi les syst@mes des deux plans ainsı choisis, la valeur 0’ = 45" est la 
seule qui satisfasse “a cette autre condition, que les deux courbures qui 


. . . . (4 % 
composent la somme dont il siagıt, soient egales entr’elles. 


%& 2 
Distribution de la courbure lindaire autour de chacun 
des points de la surface. 

1. Quelle que soit la diversit@ des surfaces, les courbures lincaires 
produites par Tintersection du plan normal qui prendroit successivement 
toutes les positions possibles autour d’un point donne, oflrira toujours le 
möme arrangement symetrique. 

Cet arrangement constitue ce que nous nommerons dor@navant: 
loi de distribution de la courbure autour de chacun des points de 
la surface. 

On apu remargquer que la courbure contenue dans les plans moyens 
joue, par rapport üa toutes les autres, le röle d’une moyenne. 

La d@nomination de courbure moyenne convient done ic A 
aussi juste titre que celle de courbures prineipales, imposee depuis 
longtems a la plus grande et a la moindre des courbures lindaires rÖpar- 
ties autour d’un des points de la surface. Il est, en eilet, egalement nd- 
‚essaire, de distinguer, parmi tant de courbures diverses, celles qui, entre 
toutes les autres, jouissent de proprietes qui leur sont particuliöres. 

La loi qui nous occupe se compose des propositions suivantes, dont 
les equations d@montrees d’ayance dans le paragraphe precedent, doivent 
etre regardees comme lexpression analytique. 

Premiere proposition. Quelle que soit d’ailleurs la 
position de deux plans normaux, pervendiculaires entr'’eux, 
menes par un point donne de la surface, la somme des cour- 
bures contenues dans ces deux plans sera toujours la m@me; 
par consequent, cette somme sera &gale ü celle des courbu- 
res principales. 

Ainsi, lintervalle angulaire entre les grandeurs extremes de la cour- 


bure donne celui qui separe les deux courbures, d’ailleurs diflerentes, dont 
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la somme est constante: cette proposition est appuyde sur V’&quation 
1 1 1 1 2 
u. + pw; re + u ($. 1. No. 3.) 
r Tr J 8 
2. La loi de distributi le la courbure ser ut 
2. La loi de distribution de la courbure sera exprimde d'une ma- 
niere plus Elgante, si, au lieu de considörer la moitid du contour du point 
donnd. on embrasse ce eontour entier. 
Selon cette maniere d’envisager les choses, la prolongation dm 
mcme plan en decu et au dela du point par lequel il a ete mend, sera 


[7 4 “ \ e .,. 5 . 7 
regardee comme donnant lieu a deux positions distinetes du plan normal. 


N! 


N l 1 "ar u ä r 
L’equation — =: > -1- =) ‚$&1. No.3., suflit pour etablir que 


1 h f g 
la courbure contenue dans chacun des plans moyens est, en eilet, moyenne 
Y 


entre les courbures principales de la surface. 


Une proposition plus generale peut ätre Enoncede comme il suit: 
Seconde proposition. En prenant la courbure mo- 
yenne pour origine, si on mene les deux plans moyens pro- 
longes en deca et au delüä du point donn&, ces plans parta- 
eront le contour du m&äme point en quatre regions dont 
| tat sera pareil, mais de signe oppose. Chaque courbure 
lincaire comprise dans une de ces parties aura une eour- 
bure qui execdera la courbure moyenne d’une quantite pro- 
portionnelle au sinus de l’angle double forme entre le plan 
auquel cette courbure appartient et le plan moyen. 
Chaque courbure comprise dans la partie contigue aura 


une courbure moindre que la courbure moyenne; et la dif- 


[örence sera la möme que l’exces dans la premiere partie. 
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demontrees ($. 1. No. 5.) contiennent cette proposition toute enticre. Car 
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quelle la courbure appartient, exprime soit lexees soit la difference de 


cette courbure comparce a Ja courbure moyenne. 
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On peut oonelure de la qwil suflit, pour &tre en dtat de determi- 
ner toutes les courbures lindaires reparties autour du point choisi, de con- 
noitre la courbure moyenne en m&me tems que la valeur et la position 
d’une quelconque de ces courbures, 


Troisieme proposition. ]J1l existe, en g@n£ral, autour 
du point donne, quatre directions suivant lesquelles les 
courbes contenues dans les plans normaux sont semblables. 
A l’egard des plans princeipaux, le nombre des courbures 
semblables se reduit ä deux. 

Les &quations demontrees $. 1. No. 4. sont relatives a la plus grande 
courbure, mais elles auroient @galement lieu par rapport ä la moindre. 

Ces dquations servent a etablir la legitimit@ de notre derniere pro- 
position. Car elles montrent que, de part et d’autre, et a @gale distance 
d’une des courbures principales, se trouvent deux courbures @gales entr’el- 
les. Elles montrent, en mäme tems, que, quand on a w=0, les deux 
positions se confondent en une seule, qui n’est autre que celle d’une des 
courbures principales. 

Une consequence immediate de notre troisieme proposition nous 
ramene & ce qu’on sait deja touchant les spheres qui ont leur centre sur 
la normale & la surface. 

Il est @vident, en eflet, que, chacune des courbures prineipales se 
trouvant deux fois seulement dans le contour entier du point donn‘, et 
etant par cons@quent contenues dans la prolongation d'un seul et m&me 
plan, les spheres decrites de ces rayons toucheront, mais ne couperont la 
surface; tandis que, par une consdquence inverse, les spheres deerites des ra=- 
yons compris entre ces deux limites couperont, au contraire, la m&me surface. 

Parmi les spheres qui coupent la surface, il convient de distinguer 
la sphere a laquelle appartient le rayon contenu dans les plans moyens. 
Les quatre quadrans de cette sphere sont alternativement situes au dedans 
et au dehors de la surface; nous la nommerons sphere de moyenne 
courbure; et elle donnera lieu a des remarques qui seront exposces 
dans le paragraphe suivant. 


3. Les propositions qui viennent d’ötre expliquees sont tellement 
lices que deux d’entr’elles ne sauroient subsister sans que la troisicme 


s'en suive, 
CGrelle's Journal d. M. VII. Bd. 1. Hft. > 
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Ainsi, pour que Ja somme des courbures contenues dans deux plans 
perpendiculaires entr’eux soit toujours la m&me, quelle que soit d’ailleurs 
la position de ces plans (prem. prop.) et quiindependamment de la valeur 
de Yangle choisi, cette somme soit encore la meme, si les courbures qui 
la composent sont contenues dans les deux plans qui, de part et d’autre 
d’un des plans de courbure moyenne, font avec lu des angles egaux (sec. 
prop.), il faut qwon puisse trouver, en general, quatre positions du plan 
normal qui contienne une meme courbure, et que le nombre de ces po- 
sitions se reduise a deux sl s’agit des courbures principales. 

Et, en eilfet, le compläment d’une courbure quelcongue a la 
somme eonstante, etant, en vertu des deux premieres propositions, fourni 
par deux positions dillerentes du plan normal prises Tune et lautre dans le 
demi-eontour du point ehoisi, il doit se trouver quatre positions doudes 
de la m&öme propriete dans le contour entier: a moins, toutefois, que les 
deux positions se confondent en une seule; ce qui ne peut arriver que 
par rapport aux courbures principales, 

On verra de möme que la premiere et la troisi&me propositions 
conduisent ä la seconde, la seconde et la troisieme a la premicre. 

En examinant, tant en elles mömes que dans leurs rapports mu- 
tuels les diverses propositions dont se compose la loi de la distribution 
de la courbure, on reconneit bientöt qwil s’agit icı d’une loi d’ordre et 
d’arrangement, dont le caractere, etranger ü lidee de la courbure, de- 
pend uniquement de lexistence de quantitös extremes et de la conside- 
ration de Vespace eirculaire dans lequel doivent se ranger les quantites in- 
termediaires. 

L’existence des quantitdes extremes entraine, en eflet, celle d’une 
quantit@ moyenne. Si on connoit la position des quantitös extremes, on 
connoitra aussi la position de la quantit® moyenne; car il est evident que 
celle-ci oceupe le milieu de la distance angulaire entre les premitres. 

Les quantitds extremes partagent la eirconfrence en un nombre de 
parties qui depend de cette distance; les quantit6s moyennes, en meme 
nombre «que ces parties, partagent done aussi la circonference en autant 
de parties. = repr@sentant, comme A Tordinaire, la demi-eirconference, 
si lintervalle angulaire entre les quantites extrömes est exprime par —, 


2n sera le nombre de ces parties. 
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Par la nature des quantites moyennes, de part et d’autre de cha- 
cune d’elles, on doit trouver deux quantitcs dont la somme soit @gale ä 
celle «des quantites extremes. 

Cette remarque nous ramene a la seconde proposition, et rien ne 
seroit plus facile que de deduire &galement des rapports generaux qui 
viennent d’ötre indiquds des deux autres propositions. Sans nous arröter 
au developpement des raisonnemens qui pourroient servir a Ctablir cha- 
cune des propositions generales, nous nous contenterons de les exprimer 
comme il suit: 


Premiere proposition. Quelle que soit d’ailleurs leur 


» . . % ST 
position, la somme des valeurs distantes de l'angle — sera 
n 
. A & 
toujours la m&eme; par consequent, cette somme sera Egale 


g: 
a celle des valeurs extremes. 

Seconde proposition. Sion mene les diametres qui 
joignent deux a deux les points qui sont en possession des 
valeurs moyennes, la eirconference sera partagcee en ?n 
regions, dont l’&tat compare Aa l’etat moyen sera pareil, 
mais de signe oppose. Chaque valeur comprise dans une de 
ces parties excedera la valeur moyenne,. Chaque valeur 
comprise dans la partie contigue sera moindre que la valeur 
moyenne; et la difförence sera la möme que l’exces dans 
la premiere partie, 

Troisieme proposition. Il existe, en general, autour du 
centre ?n positions ou les valeurs sont semblables entr'el- 
les. A l’&gard des valeurs extr&mes le nombre de ces po- 
sitions se reduit a z. 

La loi de distribution de la courbure offre le cas our =2. En 
prenant 2=1, on a celle qui convient a Ja distribution de la chaleur 
dans Farmille telle qu’elle a dt@ donnee par Mr. Fourier (Theorie de la 
chaleur p. 277.— 282.). n etant ich Punite, la distance entre les quanti- 
tes extremes est la demi-circonference. En rapprochant les passages que 
separent des d@veloppemens inutiles a la comparaison que nous avons en 
vue, on lit: 

„Si dans cet dat (celui qui s’etablit au bout d’un certain tems), 


[4 
Pi 


. 0. a a . 14 . f4 % a 
on choisit deux points de Vanneau, situes aux deux extremites d’un möme 


y% 
E77 
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nz 


diametre „.... . ., Ja demi-somme des temperatures des points oppo- 
ses sera une quantit@ “eo... . qui seroit encore la m@me, si on avoit 
choisi deux points situes aux extremites d’un autre diametre.” 

Tel est en ellet ce que doit devenir la proposition premiere, lors- 
que Tintervalle est de la moitie, au lieu du quart de la circonference, 

„Si on cherche d’abord le point de lanneau pour lequel on a la 
condition (celle qui est remplie par le point qui separe en deux parties 
egales Tarc de 180° compris entre les points auxquels appartiennent les 
temperatures extremes), on voit que la temperature de ce point est a 
chaque instant la temperature moyenne de lanneau: et il en est de m@me 
du post dissnöksebemseni Spa & 2 0 ra u hen 
Deren ee. ee. ee... . es deux points divi- 
sent Ja eirconference de lanneau en deux parties dont l’etat est pareil, 
mais de signe oppose: chaque point de Tune de ces parties a une tem- 
perature qui excede la temperature moyenne „see eeererenn en 
Doreen neeeee.eee ee... . ÜChaque point de l’autre 
partie a une temperature moindre que la temperature moyenne, et la dif- 
flörence est la m&me que lexces dans le point oppose. 

Cette proposition est, comme on le voit, entierement semblable & 
notre seconde proposition. 

A Tegard de la troisieme, elle peut @tre exprimee comme il suit: 

Le «diametre qui joint les points douds des temperatures extremes 
divise la eirconference en deux parties dont l’etat est pareil et de m@me 


sine; en sorte que toute temperature comprise entre les temperatures 
extremes appartient ü la fois a deux points dillerens de Tarmille; tandis 


que celles-ci appartiennent a un seul point. 

Cette proposition ne peut, a la verite, @tre comme les precedentes, 
extraite textuellement du livre ceit@e; mais elle r&sulte des formules qui y 
sont donnces. 

5. Non seulement la loi d’ordre et de symmetrie dont nous avons 
montre la generalit® etablit des rapports necessaires entre les arrangemens 
qui conviennent aux faits, d’ailleurs les plus differens, quand ils remplis- 
sent la double condition de nous offrir des valeurs extremes et de se de- 
velopper dans un espace eirculaire; mais on peut encore remarquer qu’il 
existe une correspondance frappante entre le cas relatif ü la distribution 
de la eourbure et ce qu’on sait touchant la composition des forces. 
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Ainsi, quelle que soit leur nature, les forces qui agiront sur un plan 
donne@ pourront &tre d@composees suivant la direction de deux plans per- 
pendiculaires entr’eux dont la direction est assujettie Aa la seule condition 
de passer par le point donne. Parmi les syst&mes des deux plans per- 
pendiculaires entr’eux, se trouvera necessairement le syst£me, ou les deux 
portions de forces qui agissent selon chacun des deux plans sont plus dif- 
ferentes que dans tout autre systeme; et, si on connoit la position d'un 
tel systeme, on sera conduit a trouver celle du syst&me ou les forces qui 
agissent selon chacun des deux plans sont @gales entr’elles. 

Si nous supposions presentement quil y ait des cas ou la courbure 
d’une surface puisse donner naissance “a de certaines forces, ces forces de- 
vant ©tre susceptibles des decompositions qui viennent d’&tre mentionnees, 
nous nous trouverions conduits a admettre, a la verit@ par pure induction, 
que, quelle que soit d’ailleurs la diversit@ des positions, la somme des 
courbures contenues dans deux plans normaux perpendiculaires entr’eux 
est toujours la m@me, et que, parmi ces positions, il doit s’en trouver une 
ou les courbures qui appartiennent ü chacun des deux plans seront dga- 
les entr’elles. 

De quelque cöt® qu’on envisage les choses, on est done ramene 
vers cette meme loi qui, deduite d’abord des formules d’Euler, se pre- 
sente @galement comme une necessit@ d’ordre et d’arrangement et comme 
une representation, tracce d’avance, des quantites dynamiques qui pour- 
roient naitre, dans certains cas, de la courbure des surfaces. 

La consideration de la courbure moyenne repandra, comme on le 
verra bientöt, un jour nouveau sur les questions de ce genre; aussi, apres 
nous ©tre borne dans ce qui precede a developper les consequences de 
verites generalement admises, ne craindrons-nous plus de recourir aux 
distinetions et aux notions nouvelles dont nous avons deja fait pressentir 
la necessite. 


6 3 
De la courbure moyenne des surfaces. 


1. Avant d’entrer en matiere, nous commencerons par presenter 
uelques considerations generales sur la courbure des surfaces. 
oO 
Ayant trace sur le plan un cercle et les rayons qui aboutissent aux 
) q 
u [4 5 . I 4 ‚ ” 
differens points de la circonference et ayant mene par chacun de ces ra- 
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yons autant de plans perpendieulaires au plan du cercle, supposons qu'on 
fasse contracter a ce plan une courbure cylindrique. 


Le centre du cercle n’aura pas et@ deplac@, et, apres la courbure, 


les plans menes par les rayons, seront encore perpendiculaires ü la sur- 
face, dans ce point. 

Les diverses courbures contractces par les rayons seront donc les 
courbures lindaires contenues dans les diflerens plans normaux: et, par 
conseauent, linflexion du plan n’aura fait contracter, A aucun des m“mes 
rayons, des courbures continues dans les plans obliques. Ainsi, non seu- 
lement, et par les raisons apportces ($. 1. No. 1.), ces courbures peuvent 
ötre mises ü l’@cart, mais encore elles doivent &tre regarddes comme en- 
tierement dtrangeres A la question des surfaces, 

Il en seroit encore de möme, si l’el&ment plan avoit et@ courbe@ A 
la fois dans deux sens diflerens; pourvu toute fois qu’on admet que cet 
element füt infiniment petit. Et cette supposition convient parfaitement 
ici, puisqu'il sagit seulement de determiner la courbure dans chacun des 
points de la surface consideres isol&ment. 

Sous cette condition, la difference entre la circonference du petit 
cerele trac® sur le plan et le contour de la courbe ä laquelle cette cir- 
confirence a te ployee par l’effet de la double courbure seroit en eflet 
negligeable. On s’en assurera en imaginant que le petit cercle deerit du 
ravon u soit devenu celui qui termine une petite calotte spherique. u sera 
larc dont la courbure fort petite, est comprise entre le centre, actuelle- 
ment le point le plus @leve de la calotte, et le plan du cercle qui termine 
la m@me calotte. 

Le rayon de ce dernier cercle sera sinz; et par ce que langle u 
est infiniment petit, on aura snu=u. 

La diffieult@ de courber A la fois dans deux sens diff@rens la super- 
fieie du cercle trac& sur le plan, sans quwil en resulte aucune duplicature, 
aura done disparu; et les considerations qui, dans le cas d'une courbure 
eylindrique, ont servi ü ©carter les sections obliques seront applicables au 
cas general ol Fon ne suppose plus que Vize des courbures principales 
de la surlace soit nulle. 

Si nous avions uniquement en vue d’examiner les relations diver- 
ses qui intÖressent la courbure des surfaces, envisagee en elle-m@me et 
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sans aucun egard ü Tinfluence qu'exerce cette courbure dans certaines 
questions dynamiques, notre täche seroit deja remplie. 

Le but principal que nous nous sommes propose etant, au eontraire, 
de determiner cette influence, ce qui precede devra &tre regarde comme 
une sorte diintroduction, dans laquelle, a labri de lautorit@ qui nous a 
servi de guide dans cette premiere partie de notre travail, nous cherche- 
rons un appui en faveur des iddes nouvelles qui vont Ötre exposces. 

2. En nous occupant de la loi de distribution de la courbure, nous 
avons reconnu lexistence d’une courbure moyenne, mais cette courbure 
se prösentoit alors comme purement lincaire, et plus loin ($. 3. No. 4.) 
nous nous sommes bornes a faire observer que la sphere deerite du rayon 
de moyenne courbure coupe la surface en quatres parties @gales, situces 
alternativement en dedans et en dehors de la sphere. 

N est tems d’examiner les proprictes de cette sphere. 

Ce n'est done plus d’une courbure, moyenne entre les diverses cour- 
bures linaires reparties autour d’un des points de la surface, quwil sagit 


\ 


prösentement; et, par rapport a la sphere qui coupe la surface en quatre 
parties @gales, cette Egalit@ n'est pas le seul caractere quil importe de 
remarqtuer. 

Nous irons plus loin; nous dirons que la sphere dont les grands 
cercles possedent la courbure moyenne lindaire donne veritablement la 
courbure moyenne de la surface elle möme; et, par cette raison, nous la 
nommerons sphere de courbure moyenne de la surface. 

L’utilit@ de cette proposition que nous restreindrons d’abord au cas 
ou les deux rayons de courbures prineipales sont diriges du m&me eöte, 
est de montrer quil existe, sous le rapport dynamique, une quantit@ de 


u 4 1] > » \ 
courbure independante de la figure des surfaces; en sorte que, «uelles 


ss 


que soient les differences entre les courbures lindaires contenues dans 
deux plans normaux perpendieculaires entr’eux, menes par le point donne, 
tant que la somme de ces courbures, somme qui determine, seule, la cour- 
bure moyenne, demeure la möme, les forces nedes de la courbure de la 
surface demeureront aussi les m@mes. 

Non seulement la distinetion entre la figure et la quantit@ de cour- 
bure qui appartiennent a la surface s’offre a Tesprit lorsqwon veut se 
rendre compte du röle que joue la courbure dans les questions dynami- 


ques; mais encore, comme on le verra tout ä I’heure, un examen attentif 
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de la courbure, consideree en elle m&me, conduit egalement a cette 


distinction. 


3. Nous nous proposons d’obtenir une representation geometrique 
de la courbure moyenne et de montrer, a laide d’une construction fort 
simple, que la quantit@ de la courbure est ind@pendante de la manicre dont 
elle est repartie autour d’un point donne de la surface. Pour y parvenir, 
il nous a paru ndcessaire de remonter jusqu’aux notions les plus commu- 
nes touchant la courbure. 

D’abord, a l’egard des courbes lindaires. 

L’id@e qui se presente la premiere est de comparer la courbe ü sa 
tangente: ainsi, apres avoir fait choix de deux lignes droites d’Cgale lon- 
gueur, si on en forme les arcs de deux cercles differens, et qu’on mene 
leurs tangentes a un des points d’extr@mit@ de ces arcs, on jugera que 
celui des deux, dont la seconde extremite s’Cloigne le plus de la tangente, 
est aussi celui qui a le plus de courbure. La distance entre l’extr@mite 
dun arc et la tangente menee a lautre extremit& du möme arc est me- 
surde par une perpendiculaire a la tangente. 

Nous nommerons dorenavant cette perpendiculaire ligne de 
distance. 

Il est evident que la ligne de distance est &gal au sinus-verse 
de langle correspondant; car cette ligne est parallele au rayon mend au 
point de tangence, et elle est comprise entre la tangente et le sinus, De 
plus, la meme ligne est proportionnelle a la raison inverse du rayon de 
courbure; en sorte qu’on peut dire @galement de la courbure qu’elle est 
en raison inverse du rayon, ou en raison directe de la ligne de di- 
stance. On verra tout a l’heure que cette derniere maniere de s’ex- 
primer, presente de grands avantages quand on cherche ä se former une 
idee complete de la courbure des surfaces. 


4. Si nous Jugeons qu’une ligne est courbe lorsque nous la voyons 
s’carter de la direction d’une droite qui la touche, lidee de la courbure, 
par rapport aux surfaces, nous est @galement suggeree par l’observation 
de la distance qui scpare le plan tangent des points de la surface voisins 
du point de tangence. 

Pour toute autre surface que celle de la sphere, cette distance n'est 
pas uniforme. 
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La amestion des courbures moyennes peut &tre Enonede en ers 
termes: Trouver l’expression de la distance moyenne entre 
le plan tangent et les points de la surface qui environnent 
le point de tangence. 

Occeupons nous d’abord des seules surfaces dont les rayons de prin- 
eipales courbures sont dirig@s du m&me cöte. 

On a vu que Ja courbure d’une simple courbe est proportionnelle 
a une ligne droite, la ligne de distance. Nous allons montrer que la 
courbure des surfaces est proportionnelle a une surface engendrle par 
une ligne de distance qui change a chaque instant de grandeur ei 
de position, 

1 s’agit presentement de deerire la courbe qui doit diriger le mou- 
vement de la generatrice, 

Apres avoir mene par le point choisi le plan normal A la surface, 
on donnera successivement a ce plan toutes les positions dont il est suscep- 
tible. Sur chacune des courbes produites par les diverses intersections 
du plan normal et de la surface on prendra des ares infiniment petits, 
assıjettis a cette condition que, sils Etoient @tendus en lignes droites, ils 
donneroient tous des longueurs egales. La eourbe qui joint les extr@mi- 
tes de ces ares sera la directrice que nous avons cherchce. 

Cette courbe est a double courbure, 

Si on concoit le plan tangent a la surface dans le point donnd et 
la perpendiculaire a ce plan qui tombe sur un des points de la direcetrice, 
il est clair que cette ligne ne sera autre que la ligne de distance con- 
tenue dans celui des plans normaux auquel appartient la courbe que ter- 
mine le point choisi sur la directricee. La ligne de distance, en chan- 
geant a chaque instant de grandeur, et en parcourant successivement tous 
les points de la courbe qui dirige son mouvement, sans cesser d’etre per- 
pendiculaire au plan tangent, engendrera une surlace que les plans de 
nıoyennes courbures diviseront en quatre parties. 


Il est c!air que la surface dont nous nous occupons est composee 
des lignes de distances, en nombre infini, qui appartiennent aux cour- 
bes, egalement en nombre infini, formees par linterseetion des dili@rens 
plans normaux qui passent par le point donne de la surface, point par 
rapport auquel on veut eonnoitre lexpression de la courbure. La surface 


r 
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composee des lignes de distances sera nommıle par cette raison, sur- 
lace des distances. 

On a vu que la courbure d’une simple ligne courbe est propor- 
tionnelle a la ligne de distance. Kn nous laissant conduire ici par 
lanalogie, nous dirons que, dans le point donne, la courbure de la surface 
est proportionnelle a la surface des distances deerite autour de ce 
point. La surface des distances est le segment d’une surface eylin- 
drique ayant pour base la courbe rentrante que les positions successives 
de la generatrice tracent sur le plan tangent: ce segment est termine a 
lautre extremite par la directrice. Cette courbe depend de la figure de 
la surface a laquelle appartient la surlaces de distances. 

Avant d’aller plus loin, il est bon de faire remarquer que la petite 
courbe rentrante qui sert de base a la surface des distauces peut toujours 
tre regardce comme un cercle parfait. En eflet, il est @vident que la 
plus grande difference qui puisse exister entre les deux diametres de cette 
courbe correspond au cas des surfaces eylindriques. Mais, alors, en adop- 
tant les suppositions et les denominations No. 1., Yun de ces diametres 
etant u, Yautre sera sinz, et on aura snu=u. 

Les plans de courbures moyennes contiennent @evidemment les 
liones de distances moyennes; ils coupent a la fois la surface 
des distances, quils partagent en quatre parties symmetriques, la sur- 
face donnee, et la sphere de moyenne courbure delinie No. 2. 

5. Lorsque la surface est spherigque, la courbure autour de cha- 
cun de ses points est unilorme; et, par eonsequent, dans un rayon donne, 
les points environnans le point de tangence sont tous @galement distans 
de ce point. 

Si, du point de tangence, pris pour centre, on decrit, sur la sphere 
de moyenne eourbure, un cercele dont le rayon soit le sinus de Tare, ou, 
a cause de la petitesse, lare meme a Vextremite duquel appartient la 
lione de distance, ce cerele sera la directrice du mouvement de la m@me 
lisne de distance, qui, sans changer de grandeur et sans cesser d’ötre 
perpendieulaire au plan tangent, engendrera la surface a laquelle la cour- 
bure de la sphere est proportionnelle. 

Cette surface sera celle des distances moyennes. 


La surface des distances moyennes est cylindrique: elle a 


pour base le cerele que les positions successives de la generatrice tra- 
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cent sur le plan tangent: elle est terminde, a lautre extr@mite, par la 
directrice. 

Si, pour deux surfaces donnees, de figures diff@rentes, Ja somme des 
courbures prineipales, et, par consequent aussi, le rayon de la sphere de 
moyenne courbure sont les m&mes, la surface des distances moyennes 
sera aussi la möme, 

Ainsi, tandis que la surface des distances d@pend A la fois et 
de la courbure moyenne et de la figure de la surface donnde, la consid«- 
ration de Ja surface des distances moyennes, isolant Videe de la 
figure de celle de la distance au plan tangent, oifre une reprdsentation se- 
parce de [une des deux alleetions qui ont toujours dt confondus, savoir 
la figure et la quantite de courbure aqu'une surface possede dans chacım 
de ses points. 

La justesse de ce raisonnement exige que les deux surfaces des 
distances, quoique difierentes par leur forme, ayent pourtant la m@me 
etendue, puisque de cette etendue depend Evidemment la quantitd de cour- 
bure, ou, en d’autres termes, la somme des distances entre le plan tan- 
sent et les points de la surface qui environnent le point de tangence. 

Pour dtablir Tegalite d’etendue entre les deux surfaces des di- 
stances, il suffiroit peut-etre de faire remarquer quil existe entre les 
lienes de distances les m&mes relations qu’entre les courbures aux- 
quelles ces lignes sont proportionnelles. 

On dira done, en vertu de la loi de distribution de la courbure, 
exposce ($.1. No. 2. et 3.), que la somme des lignes de distances conte- 
nues dans deux plans normaux perpendieulaires entr’eux est independante 
du choix de ces plans, et que la ligne de distance moyenne, cest- 
ä-dire la generatrice de la surface des distances moyennes est elle- 
m&me moyenne entre les deux premieres lignes des distances. 

Cela pose, quand on prend, sur Fune et lautre des surfaces des 
distances, un nombre de positions, convenablement choisies, des gene- 
ratrices, la somme de ces lienes est @gale de part et d’autre. Si le nombre 
des positions de la generatrice est infini, ces positions Epuiseront l’etendue 
de la surface. On en peut conclure que l’etendue elle möme est &sale de 
part et d’autre. 

L’egalit& d’&tendue entre les deux surfaces des distances £tant, 


ici, d’une grande importance, nous allons essayer de la rendre sensible; et, 
3* 
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pour cela, nous aurons recours a la consid@ration du developpement de 
ces surlaces. 

On a vu, No. 4#., que les plans de courbures moyennes coupent, A 
la fois, la surface donnee, la surface des distances, quils partagent 
en quatre parties symmetriques, et la sphere de courbure moyenne. Les 
mömes plans coupent dont aussi la surface des distances moyennes, qu'ils 
partagent en quatre parties @gales; et, par conscquent il y a intersection, 
en meme tems, entre les deux surfaces des distances. 

Nous avons dit, plus haut, que la courbe rentrante qui sert de base 
ala sur face des distances petit etre revardee comme un eerele par- 
fait. Cela pose, soit ABDE (PL. T. Fig. 1.) le d&veloppement de la sur- 


face des distances moyennes, 4Ü sera le developpement du cerele 


qui sert de base ä Tune et ü lautre des surfaces des distances. 
Le parallelogramme ABDE (Fig. 1.) sera divis@ en quatre parties 


2 a 
egales au moyen des trois lignes mn, m’n’ et m‘ n‘' päarallöles aux cötes 


AB et CD. On divisera encore en deux parties @rales les intervalles 4 z, 
mın', m’ m“ et m‘c; des points de division on portera, toujours paralle- 
lement aux cötes AB et CD, les lignes pg, p’g’ de moindres, et gh, g’h‘ 
de plus grandes distances, disposces alternativement; enfin on joindra par 
des droites les points B et 9, g et Ah, h’ et 9‘. Nous etablirons d’abord que 
la figure ICDh’g’hgB est le developpement de la surface des distances. 

On sait deya que ZC est le developpement de la base de cette sur- 
face, et «une les plans de distances moyennes coupent a la fois les deux 
surfaces des distances, quils partagent en quatre parties, symmetri- 
ques par rapport a Tune, egales par rapport a lautre. Par construction, 
les lignes mn, mn’, mn‘ et AB, CD partagent le developpement ABDC 
de la surface des distances moyennes en quatre parties @gales: ces 
lisnes sont done le developpement des quatre interseetions des deux sur- 
faces des distances. 

Si Fon concoit que lune des lignes d’intersecetion devenue mobile, 
AD par exemple, parcoure tous les points de Z/C sans cesser de lui ötre 
perpendiculaire, et acquiert en m@me tems les differentes valeurs compri- 
ses entre celles des lignes de moyennes et de moindres distan- 
ces /D et p9, puis, entre les lignes de moindres et de plus gran- 
des distances pg et gh etc., la seconde des extr@mites de la ligne 


mobile tracera sur le plan la ligne brisee Bghg’hD, 
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I s’agit de demontrer que les valeurs successives de la ligne mo- 
bile qui trace sur le plan la figure <CD4’g’hgB, et celles de la gene- 
ratrice de la surface des distances sont @gales, et se suceedent dans le 
möeme ordre. 

Ces valeurs sont @gales, puisque, de part et d’autre, elles recoivent 
successivement toutes celles qui sont comprises entre les m@mes limites, 
savoir les lienes de moindre et de plus grande distance. Elles se 
suceedent de part et d’autre dans le m@me ordre; car les parties aliquo- 
tes du developpement AC, de la base de la surface des distances, 
correspondent evidemment aux mömes parties aliquotes de cette base; en 
sorte que, par exemple, les deux positions de la ligne mobile, que scpa- 
reroit un intervalle egal au quart de CU, seroient les developpemens des 
lisnes de distances, contenues dans deux plans normaux perpendi- 
culaires entr'eux. 

La ligne brisce Bohg’h’D, qui sert de limite aux diverses gran- 
deurs de la ligne mobile parallele a 4B, est done le d@veloppement de la 
directrice de la surface des distances; et, par consequent, la figure 
ACDh‘'g’hoB est en eflet celui de cette surface elle mäöme. 

Il reste a prouver quil y a egalit@ d’etendue entre le parallelo- 
sramme ABCD et la figure ACDh'g'hyB; dest-A-dire entre les deve- 
loppemens des deux surfaces des distances. Cette &galit@ resulte de 
celle qui existe entre les triangles semblables Byn, nh’n‘ ete.; et celle-cı 
est tellement @vidente qu'il seroit inutile de nous arröter Aa la demontrer. 


6. La consideration du developpement des surfaces des distan- 
ces nous oflre, en m@me tems qu’un point de vue nouveau des trois pro- 
positions @tablies ($.2. No. 1. et 2.), une maniere egalement nouvelle d’en 
prouver la Ilegitimite. 


Ces propositions peuvent maintenant etre exprimees comme il suit: 


Premiere proposition. Quelle que soit d’ailleurs la 
position de deux lignes de distances, si, dans le develop- 
pement de la surface des distances, l’intervalle qui separe 
ces lignes est egal a celui qui separe les lignes de principa- 
les distances, leur somme sera la m&me; et, par consequent, 
cette somme sera &gale ä delle des lignes de prinecipales di- 
stances. Cette proposition est de toute evidence; car si on congoit que 
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le systeme des lignes de principales distances se meut en parcou- 
rant tous les points de 4C et, par consequent aussi, tous ceux Bgnh etc., 
il est visible que dans une quelconque des positions de ce systeme, lac- 
croissement obtenu par une des lignes qui le composent sera egal a la 
diminution que Tautre aura Eprouyce. 

Seconde proposition. Les lignes de distances moyen- 
nes partagent le developpement de la surface des distances 
en quatre parties. 

Chaque ligne de distance comprise dans une de ces 
parties excede la ligne de distance moyenne. 

Chaque ligne de distance comprise dans la partie con- 


tisue sera moindre que la distance moyenne; et la diffe- 


rence sera Ja m@äme que l’exces dans la premiere partie. 

Iinspeetion de la figure 1. suflit a la demonstration de cette pro- 
position. 

lroisieme proposition. Il existe, en g@neral, quatre 
lignes de distances @gales entr’elles; mais les lignes de di- 
stances prineipales sont au nombre de deux. 

I! est clair, en eflet, que les deux paralleles a >»g, termindes, d’une 
part & AU, de Vautre ü la ligne brisce By ete., et les deux paralleles ä 
p'g’ comprises entre les memes limites, si elles sont mendes ü egale di- 
stance de p7, pour les unes, de p’g‘ pour les autres, seront @gales; il y 
a done quatre pareilles Iignes, mais, sı la distance entre pg et ses paral- 
Icles, et de me@me entre p’g’ et ses paralleles, est nulle, elles se confon- 
dront avec p97 pour les unes, avee p’g‘ pour les autres; le lignes de di- 
stances principales seront done au nombre de deux seulement. 

le developpement des surfaces des distances montre encore 
comment il arrive que lidee de la quantit@ de courbure qui, dans le cas 
lindaire, est inseparable de celle de la figure, en est distinete a l’egard des 
surfaces; car la ligne de distance £tant determinee de grandeur et de 
position, elle doit rester la meme taut «que la courbure ne change pas, et 
elle ne peut convenir par consÖquent, qu’a une seule courbe. Mais l’eten- 
due de la surface des distances peut etre determinee sans que la 
lorme de cette surlace soit fixe: en sorte que des figures difl£rentes de 
la surface donnee accompagneront pourtaut la meme surface des di- 


stances moyennes. 














1. Ale S, Germain, sur la courbure des surfaces. 25 


= . 14 “ . . 
7. 8i la consideration des courbures moyennes merite quelqmat- 


tention, c'est surtout a cause du jour quelle doit r&pandre sur les questions 
ou la courbure des surfaces joue le röle d’une quantit® dynamique. Pent- 
etre meme seroit il impossible de se rendre un compte satisfaisant d’une 
«estion de ce genre, embrassee dans toute sa gencralit@, si on ne con- 
noissoit ni la loi de la repartition de la courbure autour d’un point donne, 
ni lexistence «des courbures moyennes, qui se lie a celle de cette loi. 

Deja ($. 2. No.5.) nous avons eu occasion de faire remarquer un 
accord frappant entre la composition des forces et la maniere dont la 
courbure est repartie; ce qu’on vient de dire touchant la courbure mo- 
yenne rend cet accord plus frappant encore. 

Ainsi, si les forces qui agissent sur un des points de la surface sont 
proportionnelles a sa courbure, elles sont reparties dans tout le contour 
de ce point; car la courbure elle m@me est distribuee dans le contour en- 
tier. Le nombre de ces forces est inlini, chacıume d’elles est infiniment 
petite, et elle est proportiomnelle a la ligne de distance contenue dans le 
plan de sa direction. 

Quand on cherche ü se representer Taction des forces dues a la 
courbure, la consideration des surfaces des distances convient par- 
faittement. Et, en eflet, les surfaces des "distances sont terminees, 
d’une part au plan tangent et de Tautre a la surface donnde, sur laquelle 
elles s’appuyent dans tous les points de leurs directriees. Si on concoit 
que ces surfaces, devenues solides, continuent Aa &tre interposces entre la 
surface donnee et son plan tangent, elles pourront @tre regardees comme 
l’obstacle qui empeche les points des directrices, c’est-ä-dire, les points 
qui environnent celui de tangence, de sapprocher de ce plan. Les difle- 
rens points dont se composent les surfaces des distances, ainsi inter- 
posees, etant doues de forces egales, Ietendue de ces surfaces represen- 
tera fidelement les forces dues ü la distance entre les directrices et le plan 
tangent, c’est-A-dire qu’elle repr@sentera Faction des forces ndes de la 
courbure de la surface donnee. Et par ce que la surface des distan- 
ces moyennes a la m@me etendue que la surface des distances qui 
depend de la figure de la surface donnde, on en conclura que l’action des 


forces ndes de la courbure seroit encore la m&me, si la figure etoit spherique. 
Lorsque, au lieu de considerer ä la fois le nombre infini des for- 
ces qui agissent autour d’un des points de la surface, on se borne ä cher- 
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cher les rösultantes de ces forces, on trouve quelles sont proportionnelles 
aux Jignes des distances contenues dans deux plans normaux perpendicu- 
laires entr’eux. 

L’action exereece devant ©tre indöpendante de la maniere dont les 
lorces qui lexercent sont reparties autour du point donne, quelles que 
soient les dillerences entre les lignes de distances qui representent les re- 
sultantes de ces forces, laction sera toujours &gale a ceile qui seroit due 
a une repartition uniforme des m@mes lorces. 

Dans cette maniere d’envisager les choses, nous nous trouvons ra- 
mends Aa ce que nous savons deja sur lVaccord entre le principe de ka 
composition des forces et la loi de repartition de la courbure autour d'un 
point donne. HI est celair que les Iignes de distances auxquelles les com- 
posantes des forces sont proportionnelles representent maintenant, non 
plus des quantites infiniment petites, comme lorsqu’on econsid£roit ü la fois 
chacune des forces qui agissent autour du point donne, mais des «uantitds 
Iinies resultantes de la somme de celles-ci, qui sont en nombre infini. 

Dans la demonstration rapportce ($. 1. No. 1.), faute d’avoir encore 
sulfisamment reflechi sur cette maticre, les deux points de vue qu'on vient 
d’expliquer avoient et@ confondus; ainsi, en prenant l’ensemble de toutes 
les courbures contenues dans les plans normaux, on embrassoit la tetalit 
des forces infiniment petites reparties autour du point donne, tandis «que 
la somme des courbures prineipales reprösentoit celle des composantes des 
mömes forces, Au reste, quelle que soit la maniere dont on veut envi- 
sager ces Tores, il est @galement necessaire de distinguer Fidee de la figure 


oO 


y . 7 . . i \ 
de celle de la quantit@ de courbure qui appartient a la surface. 
Ainsi, en embrassant Vensemble des forces, on trouve que la cour- 


r .n [4 - \ 
bure uniforme de la sphere de courbure moyenne equvaut a toute au- 


“ .,0 .,. . .n u (4 . 
tre disposition dans laquelle la condition de Tunitormite ne seroit plus 


observce, 

Si, eonformement au principe de la composition des forces, on prend 
pour mesure de celles qui agissent sur un des points de la surface la 
somme des lignes de distances contenues dans deux plans normaux 
perpendieulaires entrieux, et quon veuille cependant ne pas distinguer la 
figure de la quantit@ de courbure, repartie autour du poimt choisi sur la 
surface: alors, en admettant qwil y ait des forces proportionnelies a la 
eourbure, on est conduit a dire, chose absurde, que la ligure d'une sur- 
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face se reduit a deux courbes lineaires et que ces courbes peuvent ötre 
remplacees par une infinite d’autres courbes de figures differentes. 


Il est evident que la consideration des surfaces des distances et 
celle de leurs developpemens derivent de la comparaison entre la cour- 
bure de la surface donnee et celle d’une certaine sphere. Nous dirons 
done que, s'il est certain, dans le sens du passage d’Euler rapportc 
$.1. No. 1., qu’,„on ne sauroit meme comparer la courbure des surfaces 
avec celle d’une sphere,” il ne l’est pas moins, dans le sens qui a t@ ex- 
pliqu@, que lidee complete de la maniere dont la courbure est distribude 
autour du point donne, aussi bien que la connoissance de la distance mo- 
yenne entre les points de la surface qui environnent le point de tangence 
et le plan tangent, resulte de la comparaison de la courbure de la surface 
a celle de la sphere de moyenne courbure. 

Je m’etonnois qu’on n’eut pas encore cherch@ A tirer parti de la 
comparaison entre la courbure uniforme de la sphere et celle qui presente 
toute ‚autre figure de la surface, lorsque Jai eu connoissance d’un me£- 
moire publi@ recemment par Mr. Gaufs, dans lequel, embrassant cette 
comparaison sous un point de vue purement geometrique, Villustre auteur 
compare les courbes tracees sur les superficies courbes ä celles qui seroient 
mendes sur la surface de la sphere. Je n’ai pu faire qu'une lecture ra- 
pide de ce travail. Je le regrette d’autant plus que, malgre Textreme dif- 
ference entre lidee premiere de Mr. Gaufs et celle qui a amend les re- 
cherches qu'on vient de lire, il m’a paru, que des resultats semblables 
ceux que jJai obtenu pouvoient, dans certains cas, ©tre tires des formules 
de Pauteur, et quw'assurement un pareil accord, si j’etois a m&me d’en eta- 
blir la realite, seroit une puissante recommendation en faveur de mes pro- 
pres recherches. 


8. La consideration des courbures moyennes est necessairement 
applicable a toutes les questions ou la courbure des surfaces joue le röle 
d’une puissance; mais le but, que nous nous sommes propose n'est pas de 
traiter ces questions; nous nous bornerons donc, a l’egard des applications, 
ä un petit nombre de remarques. 


L’&quation des surfaces elastiques ayant et@ l'occasion de nos re- 
cherches, il est ä propos de faire observer d’abord que, pour justifier I’hy- 
pothese qui a servi a trouver, la premiere fois, l’equation de ces surfaces, 

Crelle's Journal d. M. VII. Bd. 1. Hit, 4 
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il suffiroit de r&peter les diverses propositions qui ont &t@ d@montrees, en 
y joignant la designation de ce genre de surfaces. 

La simplicit@ de description et le petit nombre des figures differen- 
tes de la surface qui peuvent convenir ä la construction des voütes ont 
sans doute masqud aux yeux des geometres, qui se sont occupes de cette 
matiere, la necessit@ de savoir exprimer d’une maniere generale les resi- 
stences nees de la courbure des surfaces. La notion des courbures mo- 
yennes ne sauroit cependant demeurer etrangere a de telles recherches. 
Supposons, par exemple, qu’on veuille comparer les voütes en dömes aux 
voütes en berceaux: ne sera-til pas de la plus grande utilit@ de savoir 
aussi comparer les deux genres de courbures employees ? 

Nous terminerons ces reflexions en presentant lexemple de deux 
surfaces de figures diflerentes qui possedent, en meme tems qu’une dten- 
due egale, la m&me courbure moyenne dans tous leurs points. 

Les deux surfaces dont nous voulons parler sont celle du cylindre 
eirconserit et la quatrieme partie de la surface spherique decrite du rayon 
double de celui de la sphere inserite. Ces deux surfaces sont d’une ten- 
due egale; puisque le eylindre et la sphere inscerite sont dgaux en sur- 
face, et que celle des spheres est en raison du quarr& de leurs rayons. 
De plus, ces mömes surfaces ont dans tous leurs points la m&me courbure 
moyenne: car, d’apres ce qui precede, la sphere dont le rayon est double 
de celui de la base de la surface ceylindrique n’est autre chose que la 
sphere de moyenne courbure de cette surface. 


$. 4. 
Examen du cas ol les deux rayons de courbures principales 
ne sont pas diriges du meme cöte. 


1. La surface spherique, d’une part, et, de l’autre, la surface dont 
les rayons de principales courbures sont egaux mais de signes opposes, 
comprennent entr’elles toutes les figures possibies de la surface courbe. 

Dans ce qui precede, on s’est uniquement occupe du cas ou les 
deux rayons de courbures principales sont diriges du m@me cote; et, pour 
plus de simplieite, on a suppose que, quel que soit le changement des figu- 
res, la somme des courbures principales, representee ici par celle des li gnes 
de principales distances, est toujours la m&me. 
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Apres avoir @galement suppose, A l’egard des surfaces dont les ra- 
yons de principales courbures sont diriges dans des sens opposeds, que, ab- 
straction faite du signe, la somme des lignes de principales distan- 
ces demeure toujours la m&me, nous examinerons ce qui deviennent alors 
et la surface des distances moyennes et la loi de repartition de 
la courbure autour d’un point choisi sur la surface. 

I faut d’abord se rappeler qu’ 4C est le developpement des bases 
des deux surfaces des distances; que ces bases sont contenus dans le 
plan tangent; et que, par consequent, AC represente la position de ce plan. 

Cela pose, on verra aisement que, pour toutes les figures de la 
surface comprises entre la forme ceylindrique et celle de la surface dont 
les rayons de courbures principales, et, par consequent, aussi les lignes de 
distances principales sont EZAUX et de signes contraires, les angles en g 
et 9°, Ah et Ah’ demeurent les mömes (Fig. 2. 3. et 4.). 

La valeur de ces angles depend, en effet, uniquement et de linter- 
valle p9, invariable, puisque, par construction, il est, dans tous les cas 
possibles, la quatrieme partie de 4C, et de la somme des deux lignes p9, 
gh, qui, ainsi qu’on vient de le dire, est @galement invariable. 

Lorsque les deux rayons de courbures principales sont diriges en 
sens oppose, la ligne brisee Byha, et des-lors aussi la directrice de la 
surface des distances, dont cette ligne est le developpement, est donc 
independante du rapport entre les deux rayons de courbures, et, par con- 
sequent, elle est, dans tous les cas, celle qui convient a la surface cylin- 
drique (Fig. 2.), limite commune entre ce genre de surfaces et celles dont 
les rayons de courbures sont diriges du m&me cöte. Les difl@rences 
entre ces diverses surfaces consistent seulement en ce que des parties 
plus ou moins grandes de la directrice se trouvent placees au dessus du 
plan tangent. 

On se repr@sentera les consequences de la transformation par la- 
quelle la surface passeroit de la forme cylindrique a celle ou les rayons 
de principales courbures sont @egaux mais de signes contraires, si on con- 
coit que la ligne AC (Fig. 2.) se meuve parallelement ü elle m&me, en se 
rapprochant graduellement de BD (Fig. 3.), jusqu’ü ce que ces deux lignes 
se confondent (Fig. 4.). En eflet, durant ce mouvement, la ligne pg 
de principale distance situee au dessus du plan tangent, ligne qui 
etoit nulle a l’egard de la surface cylindrique, augmentera par degres, en 

4 * 
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möme tems que g7 diminuera de quantites &gales, jusquw'ä ce qu’enfin ces 
deux lignes, termindes aux cötes opposes de 4C, deviennent &gales. 

En passant de la surface spherique a la surface eylindrique par le 
nombre infini des configurations qui les separent, la ligne brisce Bgh etc., 
et, par consequent, aussi la direetrice de la surface des distances, dont 
cette ligne est le d@veloppement, change de forme autant de fois; mais au 
milieu de tous ces changemens, la surface des moyennes distances 
n’en subit aucun. 

Ges ehangemens, d’une part, et cette invariabilite, de lautre, resul- 
tent de ce que nous avons dit touchant le nombre infini des figures de la 
surface auxquelles appartient une möme courbure moyenne, ou, en d’au- 
tres termes, une m@me quantit@ dynamique de courbure. 

Le contraire arrive quand on passe de la surface eylindrique ü celle 
dont les rayons de courbures principales sont @gaux, mais de signes con- 
traires. La directrice de la surface des distances conserve la mäme 
forme; mais une partie de cette courbe passe de l’autre cöt@ du plan tan- 
sent, et, par consequent, la surface des distances moyennes dimi- 
nue graduellement, jusqu’ä ce qu’elle Vancantisse, lorsque les lignes de 
distances termindes a une des faces du plan tangent sont egales aux 
lignes de distances terminees a lautre face du m&me plan. 

On concoit, en eflet, que, ne pouvant attribuer a une force deux 
directions contraires, celle qui resulte de la courbure ne peut presente- 
ment dependre que de la dillerence entre les courbures principales, et que, 
par consequent, la surface des distances moyennes, qui ne cesse 
pas de representer la quantit@ dynamique de la courbure, doit s’aneantir 


.. , . 2 . 
lorsque les deux courbures dirigees en sens contraires sont @gales. Il nous 


reste a montrer qrie, malgre les differences qu'entraine le changement de 
direction d’un des rayons de courbures principales, la loi de distribution 
de la courbure autour d’un des points de la surface ne souflre aucune 
alteration: qu'ainsi il est encore vrai que la somme des lignes de di- 
stances contenues dans deux plans normaux perpendiculaires entr’eux 
est independante du choix de ces plans: que la ligne de distance con- 
tenue dans les plans moyens est moyenne entre les lignes de distances 
principales: enfin que, en embrassant le contour entier du point donne, 
il y a, em general, quatre directions du plan normal pour lesquelles les 
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lignes de distances sont egales, et que le nombre de ces directions 
se reduit a deux a l’egard des lignes de principales distances. 

Il suflit, en eflet, pour etendre ces diverses propositions au cas pre- 
sent, d’observer que, l'augmentation des lignes de distances situces 
au dessus de 4C £tant consideree, a raison du signe, comme une diminu- 
tion, les diverses lignes de distances dont la comparaison sert a eta- 
blir, dans le cas des surfaces cylindriques, les propositions dont il s’agit, 
eprouvent a la fois des diminutions proportionnelles; en sorte que, leur 
grandeur relative ne changeant pas, les m@mes raisonnemens subsistent. 
A l’egard de la surface cylindrique, on peut remarquer (Fig. 2.) que deux 
points seulement du developpement de la directrice de la surface de 
distances, savoir 9 et 9‘, tombant sur ZC, une des courbures principa- 
les est nulle. Quand les deux rayons de courbures principales sont de 
signes opposces (Fig. 3.), quatre points du developpement de la directrice, 
savoir v et £, v’ et !’, tombant sur ZC, ni Tune ni lautre des courbures 
principales ne sont nulles; mais, de m&me qu’äa l’ögard des surfaces eylin- 
driques, la sphere dont le rayon est infini est au nombre de celles qui 
ont leur centre sur la normale au point donne. 

Dans le cas ou les deux rayons de courbures prineipales sont egaux 
et de sigmes contraires, (Fig. 4.) les points en v et u, v’ et u’ se confon- 
dent avec ceux en 2, z, et n’, n‘, lesquels partagent BD en quatre par- 
ties egales. La sphere dont le rayon est infini est done alors celle de 
moyenne courbure, et cette sphere se confond avec le plan tangent. 
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4 


Auflösung einiger arıthmetischen und geometrischen 
Aufgaben. 


(Von Herrn Th. Clausen zu München.) 





Über eine arıthmetische Aufgabe. 


I. den Annalen der Mathematik von Gergonne findet man folgende 
Aufgabe: Die möglichst kleinste Anzahl Gewichte und ihre Gröfse anzu- 
geben, wodurch man alle Einheiten bis zu einer gegebenen Grenze wä- 
sen könne; vorausgesetzt, dals man sie auf beiden Seiten der Wage setzen 
dürfe, und also nicht allein durch ihre Summe, sondern auch durch ihre 
Unterschiede wägen könne. Die dort von Mehrern gegebene Auflösung 
hat den Herausgeber nicht ganz befriedigt, indem über die Form der Reihe, 
die die Grölsen der Gewichte bildet, eine willkürliche Voraussetzung ge- 
macht ist. Ich gebe daher die nachstehende Auflösung, die allgemein 
sein dürfte. 

Es sei 2 die kleinste Anzahl Gewichte, womit man bis z alle Ein- 
heiten wägen könne, und hinwiederum z die gröfßste Zahl der continuir- 
lichen Reihe, die mit 2 Gewichten gewogen werden kann. Es ist leicht 
zu sehen, dafs 2 nicht grölser sein kann, als die Hälfte aller möglichen 
Combinationen, die man mit den Gewichten auf beiden Schalen machen 
kann, indem alle Fälle, worin die grölste Summe der Gewichte in der 
Schale des zu wiügenden Gegenstandes kommen (nemlich eben so viele 
als der Fülle der umgekehrten Art sind), wegfallen. 


Um diese Anzahl zu bestimmen, nenne ich die beiden Schalen 4 
und BD. Die Anzahl der Combinationen in B, wenn in 4 kein Gewicht 
ist, ist die Summe der Anzahl der Gewichte, der Anzahl der Amben, der 
Anzahl der Ternen u. s. w. derselben 

i.i—1 i.i—1l.i—2 ; 
IH Tr tree, 


oo Au“ 





wenn man den Fall, wenn in B kein Gewicht ist, einschlielst. Die An- 
zahl der Combinationen der —1 Gewichte in B, wenn in A eines der- 
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selben ist, ist auf dieselbe Art ””, welches mit der Anzahl der Combi- 
nationen eines Gewichts in ==: multiplicirt 
1.2" giebt. 
Die Anzahl der Combinationen der 2—? Gewichte in B, wenn in 
A zwei sind, ist 2’, welches mit der Anzahl der Gombinationen zu zwei 


i— 


in 
1.2 





und zwei in f, = multiplicirt 


a 
7 x de giebt, 
u. Ss. w. 
Die sämmtliche Anzahl aller Combinationen ist demnach: 
a un u a 
il ae u > Er he 
worin das Gewicht O mitbegriffen ist. Die Hälfte der übrigen 3’—1 ist 


also die grölste mögliche Anzahl verschiedener Gewichts- Einheiten, die 








mit 2 Gewichten gewogen werden können. 
Sind demnach die Gröfßsen der einzelnen Gewichte so bestimmt, dals 


“ . . . . . 3—1 « 
die Combinationen derselben alle Einheiten bis —.— enthalten, so ist, da 


sie nicht mehr Combinationen enthalten können, die Aufgabe gelöst. 

Hat man aber eine Anzahl = Gewichte, die die genannte Bedin- 
gung erfüllen, so ist das 2+ Ite Gewicht, wodurch man die darauf fol- 
gende Einheit wägen kann (indem man es so grols als möglich nimmt) 
3, und zwar kann man, wenn man alle Combinationen der / Gewichte 
in den Schalen verwechselt, und dieses hinzufügt, alle Einheiten bis 3'; 
und wenn man es ferner den einzelnen Einheiten gradezu hinzufügt, bis 
3’+ I — alle Einheiten wägen. Oder, wenn die genannte Be- 
dingung für die Zahl i, so ist sie auch durch Hinzufügung des 7+ ten 
Gewichts = 3’ für i+1 erfüllt. Sie ist es aber für _=1 und ’=2, folg- 


lich allgemein für jede Anzahl; und die Gewichte sind 1, 3, 9, 27,2... etc. 








Beweis des verallgemeinerten Lehrsatzes des Hrn. Steiner 
im zweiten Bande dieses Journals p. 290. Nr. 61. 


Die Substitution, die zur Auflösung der vierten Aufgabe p. 96. im 
2ten Bande dient *), lälst sich sogleich zum Beweise dieses Lehrsatzes an- 





#) Siehe Band 6. Heft 1. Seite 88. 
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wenden. Es drehe sich nemlich der Kegelschnitt und der aus dem Brenn- 
puncte desselben beschriebene Kreis um die Absidenlinie, und man nehme 
an, dafs der Mittelpunet aller Kugeln, die sich gegenseitig, und die durch 
die Umdrehung des genannten Kreises entstehende Kugel berühren, ihre 
Mittelpuncte in der krummen Oberfläche haben. Es seien die Winkel der 
vom Brennpuncte bis an die Mittelpuncte zweier sich gegenseitig und die 
erstgenannte Kugel berührende Kugeln gezogene Linien r und r’ mit der 
Absidenlinie @ und ®, und es bilden die durch jede dieser Linien und 
die Absidenlinie gelegten Ebenen mit einer ähnlichen festen Ebene die 
Winkel V und %/‘, so ist der Cosinus des Winkels zwischen r und r‘.... 


os (b’— :b) sin ® sin® + cos® cos. nd r= ———t _-— Io P 
a + PR, m 1-ecosp? r 1-+ ecosg’? 





u “ np Ip $ ( Ci —— [ BE ee A — — ıt. 
und die Halbmesser der beiden Kugeln ge re hal Fb a er a F mit 


1 im ıtfe te x Ni -@ MI RRIEL BL: u : 
hin die dritte Seite des Dreiecks Een "ran 22. Man er- 


hilt also statt der am angeführten Orte gefundenen Gleichung in diesem Falle 
0=(pp—*ep +2ee) +2 ee(e—p) (cos®'+ cosP) + (pp+ 2eeee) cos@® cos P' 
+ pp cos (YV’—ı) sin® sin P/, 
und nach Substitution der Relationen zwischen ® und 9: 
: i | 2eeoo— ?ppt4op— pp 
cos (Y’— )) sin? sind’ + cos9 cos#’ — d a ai du . 


PP 
Dieser Ausdruck entspricht dem Cosinus eines Bogens auf der Sphäre zwi- 


schen zweien Puneten, deren Entfernungen von einem Pol 9 und 6’, wo 
der Winkel zwischen den nach dem Pole gezogenen Bogen Y'— % ist. 
Man sieht nun leicht: dafs wenn dieser Winkel dem Winkel 
zwischen den Ecken eines regulairen Körpers, aus dem Mit- 
telpuncet der umschriebenen Kugel gemessen, gleich ist, dals 
daun um die obenerwähnte Kugel eben so viele andere Ku- 
seln, die sich gegenseitig berühren, und deren Mittelpuncte 
auf der krummen Fläche liegen, als dieser Körper Ecken 
hat, gelegt werden können; und zweitens, dals der Ort der 
erst zu legenden Kugel willkürlich ist. 

Der von Herrn Steiner angeführte specielle Fall ist der eines Oc- 
ta@ders, wo also der Winkel zwischen 2 Ecken ein rechter ist, mithin der 
obige Ausdruck = 0; woraus sehr leicht die von Hrn. Steiner gegebene 


Gleichung folgt, wenn statt e und p die von ihm zum Grunde gelegten Grö- 
[sen substituirt werden. 
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Beweis des von Herrn Steiner im zweiten Bande dieses 
Journals p- 291. gegebenen Lehrsatzes Nr. 63. 


is seien im R i 3 - 
n eo im Raume die Schwerpuncte von z Massen (deren jede 
— ‘ N n 
- er ® 33 Piss «oo. Payne Bestimmt man nun den Schwer 'punct 
(« der ersten zwei, ferner den Schwerpunet 7, von diesen und P hi 
U.S. W., so ist M.., der Schwerpunet des ganzen Systems, mithin von der 
Lj . » 
Ordnung, in der man die Puncte genommen hat, sänzlich unabhängig. 
2 Es sei nun (Tal. 1. Fig. 1.) a,, die Entiernung des Punets P., von 
ung ah: ’ np 2 >, 2; . x » 2 
\ rg beliebigen Puncte im Raume; x, die Entfernung des Punets 1. 
von G, und die Linie Y, 9 Poy = Su, so ist E 


1 
MM, u 
n ee. 
und wenn man den Winkel GM, ee setzt: 


i 1 2 
nn* u ——— m? _ _——— 12 — Rn. 
Xi) = Ic) r ii Ai) i 2 oA cos}, 


a, = a, + 


woraus nach Elimination von f fo! 








26-1) 

2 \:I 

DA ‚+ ar Au) cosß, 
jot: 


"> 


ETW ee 
—1)0i, = Ta — ay + — Ay 
Z e. 


Man hat also, wenn man bemerkt, dafs Be 


2 ji. 2 | 
a — x (2) 2) 5 d '@ 
2) 2 — 
JE In) — ® Y ;) —— ” ) rs 
Se n _ PBUDO L: 5 e 
r ‚2 ‚2 n—1 2 
A), =rey— a, +4, 


n 
durch deren Addition man aaa 


2 2 2 Eee 
tat ate tanrtAt 3A te  HIR, 


Zi 
Nach Lagrange Mecanigue anal. T. I. p. 64. ist aber, wenn man 
R die Summe der Quadrate der gegenseitigen Entfernung je zweier der 
Puncte Pays Pos «+++ Pin) nennt: 
a, tr%. Tayt--- .+0#,, R 


N na 9 





folglich: 
Grelle’s Sonrnal d. M. VI1l.Bı. I Hft ) 
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Rh 


n 


= Ay + Ay t:.--.-+ — An 


arilhmetische und geometrische Aufzaben. 


n—1 


und da das erste Glied dieser Gleichung von der “a in der man die 


Puncte nimmt, unabhängig ist, so ist es gleichfalls das zweite. 





des Herrn Steiner Nr. 62. im 
zweiten Bande dieses Journals p. 291. 


Beweis des JLehrsatzes 


(OyN\ 


Es seien (1), (2), (3) drei Puncte auf der Kugellläche, 
seitig 90° von einander entfernt sind, 


die gegen- 
so ist: 


! 


cos IP = cos (1) A.cos(l)P-+ cos (?) #.cos(‘ 


Y»P--cos(3)4.cos(3)P, 
,.cos(l)P-+cos(?)B.cos(?)P+ cos(3)P.cos(3)P, etc. 


lolglieh, 


cosbBP = cos (1)/ 
( siehe 


wenn mlan 


Gaufs Disguisitiones gen. circa superficies curvas), 


!+b.cos(1)B Fc.cos(l)C+.... 
(2) FH b.cos(?)D + c.cs)C+.... = 


“rs f ] » f23 > » f -— rn 
N S)Frb.cos5)bB+c.cosW)C+ .... ne Y 


acos AP + beosBP+ ccosCP 4.... 
„)P-+becos(?)P+ yeos(3)P; 


und wenn man ferner einen Punct so bestimmt, dals 


— k== veos/! 


u. a 
& — KkCOS(1)4 b) 
== x.c08(2)P‘, 
== 2,08(3)P, 


wodurch »x = as so . 


= cosPP', 


mithin die Entlernung des Puncts P von P’ constant, und P’ von X un- 


abhängig. 





Beweis des verallgemeinerten Lehrsatzes von Herrn Steiner 
Nr. 59. 


im zweiten Bande dieses Journals p. 289. 

Statt des oben (siehe Seite 31.) bei dem Beweise des Slsten Lehr- 
satzes betrachteten Falles kann man die Frage stellen, welche Relationen 
den Dimensionen des Kegelsehnitts und des Kreises Statt üinden 


müssen, wenn eine Kugel, deren Mittelpunet auf der krummen Oberfläche 


zwischen 
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hiegt, die aus dem Brennpunete des Kegelschnitts beschriebene Kugel be- 
rühren, und eine Reihe 2 Kugeln, deren Mittelpuncte ebenfalls auf der 
krummen Oberfläche liegen, jede die ebengenannten zwei Kugeln, und 
die vorhergehende und nachfolgende der Reihe berührt. 

Aus der a. a. OÖ. angestellten Betrachtung folgt, dafs dieses dann 
möglich ist, wenn der dort durch den Cosinus gegebene Bogen der Seite 
eines regulairen sphärischen z2 Ecks gleich ist, dessen Mittelpunet von den 
Fcken so weit entfernt ist als die Gröfse der Seiten. Nennt man die 


Seiten und die aus dem Mittelpuncte nach den Ecken gezosenen Boven x, 





dm 
so ist, weil die Winkel am Mittelnunete sind: 
” nt 
(2 A\ 22 n 
008% = 005 \-- ) sinx + cos r”, 
n 


und also 


Ir cos rc 
COS a siehe "TE 
n i-- cos? 


und wenn man den a.a. 0. gegebenen Werth von cosx substituirt, 
an 2 ee0g — 200 +40 P— pp 
cos u ET, a ee rn 

2ee00g—200-+40p 


Es erhellet von selbst, «dals der Punet, wo die erste Kugel selest 





n 


wird, willkürlich ist. 
In dem von Herrn Steiner angeführten speciellen Fall ist e=1, 


und folglich: pr 4o—p 
cos = 


n 





£, kolglich: 


\ 
\ 


‘) 7 
cos ® ) zu Am. 
n +0 


weiches sogleich die Relationen des Herrn Steiner giebt. 


Die von Herrn Steiner genannte Gröfse Ah ıst =p 
Yu / 
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a 
Beweis einiger geometrischen Sätze. 


(Von Herrn Th. Clausen zu München. ) 





n 
1. Es seien die Coordinaten dreier Puncte M,, M,, M,, in einer Ebene 
”,Y3 x, Ys5 x, Y's bestimmt man nun 6 andere Puncte A,, 4, 4 


und Js J,, J., deren Coordinaten zen. F, &., Es 5. er, u, 


Us ‚Ys ıda 2, sınd, wo 
dl at a y'— al yıt 
: == ” 3 








a!’ — a! 


/ 


aa" — ax 





a'— U 


ac — ac’ 








5 
b) 


Ü — (’ 





u + & Y , 
a’ + a 
.. _. ay-ta'y’ ’ 

Ba / En a a‘ , 


so finden zwischen diesen 9 Puncten folgende Relationen Statt. 














2. Je drei derselben liesen folgendermaßen in einer Geraden: 
Han Ars Mi 
u RE 
Ju, Ar, Jo 
Is As A 
denn es seien die Coordinaten dreier in einer Geraden liegenden Pumncte 
“und v, v/, v”, und die allgemeine Gleichung für dieselbe 


axbyte = 0; 


ee +bv+tce=—=0, 
af +bv te =0(, 
tive 0, 


Eliminirt man hieraus die die Lage der Linie bestimmenden Constanten, 


„ A 
C+ıcC 


so hat man: 


dd 


indem man sie resp. mit den Factoren m, m’, m‘ multiplieirt und die 


Produete addirt, so findet man folgende Bedingungen für die Coordinaten 
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dreier in einer Geraden liesenden Puncte: 

mitm mio, 

mu m’v’ + mv’ 0, 

m m! m! =0, 
Diese Bedingungen sind oflenbar hinsichtlich der drei Puncte A,, 4, so 
erfüllt, wenn man m, m’, m“ resp. @—a', a'—a, «—«‘ setzt; und 
eben so für die drei übrigen mal drei Puncte, indem blos —« statt + « 
für die ersten drei folgenden, denn —«’ statt +«’, und —«” statt + 
für die letzten gesetzt wird. 

3. Nachstehende zu drei und drei nebeneinanderstehende Linien 


schneiden sieh in einem Puncte: 
Mh ds 
RI AA, ud 
BA Ad, Bd 
BA, AA, MT 
denn es seien von irgend einer Linie zwei Puncte gegeben, deren Goordi- 
naten resp. &, &° und v, v’ sind, so kann man die Coordinaten jedes Punc- 


> 2 “we er 


we 


tes derselben durch 
pE+i—pmE; purll—pv 
darstellen, wo p» veränderlich ist. Die Coordinaten der Linien M,J,, 
M,J,, M,J, können also so dargestellt werden: 
p= FT i—p)2 Pr tri—p)v; 
px +(—p),&E Pıy +(l—p)w: 
Ben) Br + len): 
giebt es nun für p,, Pı, P, Solche Werthe, dafs die resp. Coordinaten für 


alle drei Puncte gleich sind, so schneiden sie sich offenbar in diesem Punete, 


nn 


Setzt man aber: 
& a a 
u a te Lar? Be tete”? PETER at + a P 
und substituirt in obige Coordinaten statt &, ‚2, „EZ ihre Werthe, 30 fol- 
sen für alle drei Punete die gleichen Coordinaten: 
ax act + aa’ aytay'ta'/'y' 











g 





at aa und at aa” 
was zu beweisen war, Setzt man nun statt @&, — 2. so ergiebt sich der 
Peweis, dafs die Linien M,J,, M,4A,, MA, sich ebenlalls in einem Puncte 
schneiden, und durch Verwechselimg von + und — 2, und +a” und 


— «a für die zwei übrigen mal drei Linien. 
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4. Nimmt man an, dals auf die drei Puncte der wagerechten Ebene 

M,, M, die resp. Kräfte a und —a; +a’ und —a’; + und 

— a senkrecht wirken, so ist die Ebene offenbar im Gleichgewicht. 

Sieht man nun jede verlängerte Seite des Dreiecks M,, M,, M, als einen 

Hebel an, auf den in jedem der zwei sie bestimmenden Puncte eine der 

in denselben angebrachten Kräfte wirkt, dann sind die 6 oben bestimm- 

ten Punete ollenbar alle Stützpunete dieser verschiedenen Hebel. Diese Be- 

trachtung giebt ein Mittel die obigen Sätze aus den Grundsätzen der Sta- 
tik abzuleiten. 

Verbindet man nemlich — «’ u et u ar eh 


I u 


a‘, so sind die drei Stutzpuncte auf die man die resp. Summen der 
Kräfte als wirkend u kann Sf, #,, 4. Da aber die Ebene durch 
diese 6 Kräfte im Gleichgewicht ist, so muls jede dieser drei Puncte zu 


den zwei übrigen der Stützpunct sein, und also mit ihnen in gerader Li- 
siel 


sieht leicht, wie man die Kräfte vertheilen muls, um den 
für die drei übrigen mal drei Puncte zu führen. 

Es wirken auf ar drei Puncte die resp. Kräfte +2, +w, 

kann nun die beiden Kräfte #° und ” als in ihrem Stütz- 

hracht a Der Stützpunet für alle drei Krälte lest 

‘. Eben so Imdet man, er er in den Linien M,J, 


Diese drei Linien müssen sich also in einem Puncte 


schneiden. Ist in dem Punet #7, statt + die Kraft —« angebracht, so 


indet man, dals der Stützpunet der drei Kräfte auf den Linien M,J,, 
M,A,. M,4A. liege, die sich also auch in einem Puncte schneiden. Eben 
so ER sich der Beweis für die beiden übrigen mal drei Linien. 
6. Beschreibt man aus den Puncten M,, M,, PA, mit den resp. 
}, / u R . ’ ee u 
Halbmessern —, —, —, drei Kreise, wo k eine willkürliche Grölse be- 
ee a ze 
deutet. so sind die benannten 6 Puncte die Durchschnitte der durch die 
Kndpunete paralleler Radien je zweier dieser Kreise gezogenen Geraden; 
oder nach Hrn. Steiner's Benennung (Gegenw. Journal Bd.1I. p. 172 
die Ahnlichkeitspunete derselben. Diese haben also die in 2. und 3. be- 
wiesenen Relationen, von denen Hr. Steiner jene aus seinen sinnreichen 
veometrischen Betrachtungen abgeleitet hat, 
7. Setzt man 2 =e'=.”, so sind die Puncte J,, J,, J, die Mit- 


ten der Seiten des Dreiecks. Zieht man also von diesen Puncten aus 
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nach den gegenüberstehenden Spitzen Geraden, so schneiden sich diese 
nach 3 in einem Puncte. 

8. Sind die Winkel des Dreiecks M,M,M,, ©, ©, © und setzt man: 

“» = sind, nf, a’ and”, 

so sind die 6 Puncte, wie leicht zu sehen ist, die Durchschnitte der die 
innern und äußsern Winkel des Dreiecks halbirenden Geraden mit den ge- 
genüberstehenden Seiten. Für diese gelten also auch die in 2. und 3. be- 
wiesenen Relationen. (8. Gegenw. Journal Bd. il. p. 191. Lehrsatz 33. No.2. 

9. Setzt man: 

@ = tansd, «= tangf/, «= tang$”, 

dann sind 7, I, 7, die Fulspuncte der auf die Seiten des Dreiecks aus 
den gegenüberstehenden Spitzen gefüllten Perpendikel. Diese schneiden 
sich also nach 3. in einem Puncte. 


10. Es ıst: 


« MJ, = «'M,J; 
MI, = @'M,J,; 
| u ER = a M,J; 
2. M,J,.M,J,.M,J, = M, J,.M,J,.M,J,, 


welchen Satz ich irvendwo gesehen zu haben mich erinnere, 
11. Der Inhalt der Dreiecke J,M, J,, I, M,J,. I, M, I, JS JıJ: 
sei Tesp. Z, Z,, 4, £ und das Dreieck N, M,M, = &, so ist, wie 


leicht zu übersehen, 
ac A r aa’ A ; a at! A 
-—— . o I oe — — ——— wid 
. (@-+a')(a@'+ 0) . (ea (at) , 





! 





vun («+ a") (ae +e)' 

pi +it+s= u. 
Es wird demnach: 
(„+2')\@’+0)a’ ta) ++) = (au ta Hat tat Head, 
ta Ya ta )a te) Y(E) = aaa" A. 


Daraus ergiebt sich: 





++ +2) = 


oder A 


iii, ea ge, 
oder endlieh: NEETDN 
8" + (2, + 2 + 1.) Euer 4 ut, = 0. 
Man kann also aus dem Inhalte der drei kleinen Dreiecke den Inhalt des 


srolsen finden. 
12. Halbirt man die Linien 4,J,, AıJı, 4,9, in den Puneten 


B,, B,, P,, so sind die Coordinaten dieser Puncte: 
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at! — aa acl! Pr ala y!— ala! 


(B) 9a Tun, WW 


a’ @«’ — a! a! 





a’ — a’'a'' 
aa! a  — ann 2 aa! — ey 


s u — 
rt nn 








(B) © 


(B de aax — aa! cax — way! 
> ) in B  — » 4 en 


’ 


at a — Ua 


aa — aa! re 
diese drei Puncte liegen demnach auch in einer Geraden. 
13. Die halben Entfernungen zwischen den Puncten 4,J., 4,J.. 
A,J, seien R,, R,, R,, so hat man für rechtwinklige essen 


a’ a! . 
> > (r / , „ı\2 „' „# \ 
RR, (- r -) I) (3 3 


ai! € 


" a @ u . 
‚2 er —) rl NN 


a’ — al 


R. R, Pre NE X — x) +{ R Y), & 


U U U 





14. Beschreibt man nun aus dem Puncte B, mit dem Halbmesser 
} 8 


R, einen Kreis, und sind die Coordinaten irgend eines Puhcts Q desselben 


X, N, soil: KO _XY LUD _T? — RR, 
oder : 


Iu’a‘ y X 27 (ae —A)N + Iu’a‘ (v—N—a'a (y'—Y)Y 


\s 


( / m, / if dd Y 12 | dd f MR YV\ / / 
— {ala (N) ala (KH fatal (Nat at (ze 
[3 - _® nn. 2 ” / 
oder. nach einer kurzen Reduction und ro mit wa’ — ua”: 


aa’! Pe , i yv—Y)? BERN a’ we r — A) + (y — Yy’t}, 


oder endlich : «' M, 0 u a" M, O, 
Die Entiernungen eines beliebigen Punctes dieses Kreises von den zwei 
Spitzen M, und M, des Dreiecks stehen also in einem bestündigen Ver- 
hiiltnifs. Beschreibt man nun eben so aus den Puncten ZB, und 2, mit 
den Radien AR, und R, zwei andere Kreise, so schneiden die beiden ersten 
sich in einem Punete 0‘, so dals 
"ML = "Hl = «M,O'; 

eben so die zwei letzten, dals sie sich also alle drei in einem Puncte schneiden 

15. Für den Fall, dafs = w’=«‘, liegen die Puncte J,, Ji, J; 
auf der Mitte der Seiten, die Punete 4,, #,, 4, aber in unendlicher Entfer- 
nung. Die drei Kreise verw andeln sieh also in diesem Falle in drei auf 
den Seiten aus den Puneten J,, A, J, errichtete Perpendikel, welche sich 
demnach in einem Punete schneiden. 

München, den 12. Mai 1850. 
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4 
Note sur une nouvelle application de l’analyse des 
foncuons ellipuques a l’algebre. 
(Par M. C. G. J. Jacodi, prof. en mallı. & Königsberg. ) 





Dans une des notes sur les fonetions elliptiques inserdes dans les tomes 
preeedens de ce journal jai avanct que les fonctions elliptiques doivent 
entrer dans toutes les parties de lanalyse math@matique et contribuer 
essentiellement a leur progres. Je veux presenter dans ce qui suit un 
exemple assez remarquable d’une application de la theorie des fonctions 
elliptiques aux fraetions continues. 

Tout le monde connait les alsorithmes qui servent a reduire la ra- 
eine quarrce d’un nombre en fraction continue. On sait aussi que par 
des proecdes analogues om peut röduire en fraction continue la racine 
quarrce d’une expression algebrique et rationelle, et qwil est possible de 


donner dans chaque moment le quotient complet qui rend la fraction 


> VYVAa-J f “ f o 
exacte et qui aura la forme —— , YR etaut la raeine a reduire en 
IN 


fraction continue, et J et V des expressions rationelles de la variable. Sup- 
posons que AR soit une fonction entiere et qui ne surpasse pas le qua- 
tricme deer&. On prouve aiscment que J et N sont aussi des fonctions 
enticres, Fune du second degre, Tautre seulement du premier. On donne 
facilement les r@gles generales pour passer d’un quotient complet au sui- 
vant. Mais en voulant eileetuer les caleuls aloebriques au'exige la re- 
cherche des quotiens complets et par suite celle des denominateurs de la 
fraction continue cherchee, on se trouve arr&te des premiers pas par la 
longueur rebutante du calcul. Em eflet les expressions algebriques que 
l'on rencontre en operant sur la racine proposee deviennent tellement 
embrouillees quil parait &tre impossible d’y trouver ıme espece d’ordre et 
de regularite. Et comme il est extrömement ditlieile de passer m&me au 
second ou troisieme denominateur, Fon ne pourra esperer d’autant moins 
de trouver par induction une loi 


4 > 8 » . 
senerale. Tontelois en anproiondissant 
les relations qui lient entr’elles les quotiens complets successils, et en exa- 
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minant en meme tems la formation des expressions alsebriques qm don- 
CC 

i . Bi m » 4° Mind! i i 2 “ \ . ‚ 

nent la multiplication des fonetions elliptiques, on parvient a exprimer ge- 

neralement au moyen de ces dernicres par des formules simples et ele- 


gantes un queleconque des «iotiens complets. C'est ce qu'on verra dans 


la solution du probl&äme suivant. 


Probleme. 


Supposons 
1 


COS &“ 


} 


se 2 
— (13 u m — ( 


x . 
ou | on a: 


COS“ &ı 


3— (142° sin? « 
Ber 2 . 


ES BL 5 


s 


Aa etant, comme a Tordimaire, =y (l—#sin’e): la racine YR reduite 


/ 


>32 


en iraction continue prendra la forme: YA= 
| 


a I. 
M, S -1- Mm; -- 


M, + 


1 





VR-+z:: — 


——— T — ctant le 2” quotient complet: il s’agit de donner 
Un !’n 2 J « 
1 


’ 


expression generale SE er u 


Solution. 
Soit 2 = am(vu), &,=am(nu), on aura: 


: | sin? « ) 
2cos’a A’« \ TR Zu 


sın?« 
r, ne gingen 





et de plus, 2 etant un nombre impair: 
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sın? a sin?e sin?a \\’ 
I — — y l Be .ee.®. [ e . J 
1 sin? . sin: @, sın? & 
\ 
4 
j 





G, — mn — — j 
/ dcos®a@/:’ a (j sın? ar sin“ @\ (i m“ Go ) 
— — a a ei — 
\ sin“ &, sin? @,/ sm * Kon-—o/ / 
(4 . 
2 elant pair: 
’ u oe eo 
sın“ & sın“ « una ı\ \ 
ll 
| sııı? (2. \ sın“ @ e sin ) i 


wu 


Sit ı* (£ sın * —) ; sın“ eo \4 
l— Pe fr | ee ä 3 oe... i + } rs 
sin? 0, sın ? Fr ill“ C£,, #7 


Enire PR (m Successils, on aura T’equation: 








{7 f4i — ‘2 
Yn /r l L,, ° 
fi 4 I » % » vn‘ < » n ar,‘ N - art «€ 
On peut aussi donner a ces lormules fa iorme suivante: 
; l sin 104 L, sSın &s; ar. n 
= nor — (1 —’sın?’e sin” &,,), 
2 CO" & /i\’"& nt De. ” 
SIN ana Sin & ; | 4 
Fu WE ne — (1 —1"sın"& SI" &- 
sim" AZyn+ı a 
’ . 2 2) 
et 2 etant ımpair: 
ec En ® z \ + 
m — . u. [sin a, Sin&g.... SING \ v. 
An — Fcos: A’e Nine, BIRME : - «- SIHEun 





N (L—xz°sin®esin?’«,).... (1l—7°sin’« sin® N 
IN 


(1 —z*sin’«sin®@,) (1—2° sin®« sin® 0 DRpape | 7 2" sin? @ sin’ 








sın“ Ayn-ı [sn @, Ss N .. sit \* - 
In nie ® > ” Du AN 
sın“ & sın inc . 98) 
(T #* sin® sm” e,)(1—#* sin? a „0... [1 — 2? sin’a sin? «,. \ 
1-— 2? sın’asin® e, (1— x? sin®«@ sin?a,).... 1—x%° sin? asin:@,,.J7? 


Lorsque Rt surpasse le a N la fraction continue dans 
laquelle on eonvertit YA, dcöpend des formules de multiplication des 
[4 [4 2. . 

transcendantes plus eleves que les transcendantes elliptiques. 





6” 
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5. 
Additamenta ad conatum, casum irreducibilem solvendi. 
(Auct. Dr. €. J. D. Hill, Londini Goth.) 





T. 
m 
x solutione in tractatu ( Tom. II. pag. 304. seq.) exposita, corollarium 
haud spernendi momenti ducitur: 
„Solutionem ceujuscunque aequationis cubicae, casu 
irredueibili affectae, ad alias duas ejusmodi aequationes, 


quarum altera omnino arbitraria est, ordinate atque re 


sula- 


riter reduci posse. 
Ut jam ab initio casum simplieissimum exponamus, supponamus av- 
uationem datam: 
x — Jar —3xcHta 0, 
et accipiamus ad arbitrium aliam: 
v—sboy’—3y+tb=0, 
cujus solutio , y= /b habetur *); pendebitque certe, ut ex jam demon- 
stratis patet, prioris solutio ab hac juste solvenda: 


os . „2 7 x Pr =- 

A 3 C Be J er a; c Ei 0, 
” ® ap ' i 
sıquidem = 4. u acceptum luerit; hacque soluta: ans ‚te, NAENEDENN: 

— (MD 
A GC Ab 
EEE seu 
1--Ab.Ac’ 


> 
J 


‚ a—b 
Haec vero solutio multum sublevatur, s ,7, atque b ada 


quam proximum aceipitur, quo ce minimum sit; tum enim vel juxta artem 
approximandi antea expositam vel zuxta hanc lormulam: 


4 


Fe ON 23 
PORN ERTe 





*) Soluliones notae innumerae directe computari possunt juxta regulam: 
., 2 
f 3 —1 
a=L1.——. 
l— 51? 
Sic ex. gr. pro 
t=V}, 


habetur 








. > 
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quae eirciter per — 0,001. x’ corrigenda est, statim habebitur 3=Ac, tumque 








b Ac 
sen _ Ar „„.e:ihb 
m. a FE PT 1— Ab.Ac’ Ma 2 ee 1—:y' 
3 3 
Ex gr. data @" — 4 — 32 +$=0, id est: a=$, sumatur d=', erit- 
PIE 3 
a... 23 . k 9 €. 
3 I ni PEN . F i . 13 4 
que c=-—I—-—2 - = —-,, ideeque z = —— —— — ; est ver =! 
nl 144.13 799 I I+-12. win Ö 5 3 


et 1%; Juxta formulam approximantem modo exhibitam statim ultra par- 
tem billionesimam accurata habebitur; juxta vero modum approximandi 
seneralem antea traditum triplicata ratione ad accurantiam, qualemeunque 
volis, facillime tibi computabitur. 


De aliis quibuscungue aecmationis cubicae formis corollarium no- 
strum aeque valet. Sic ex. gr. haec: 
y—3ay’—2py+teß = 0 


> & . . 2. FR . 
cum y=yß.A 773 det, per radices duarum similium itidem resolvitur. 
= 3 N 


, 


Idem etiam de generalissima aequatione: 
"+ 3e + 3le—u)s tele —32) - 22 —=0, 

| 

j] 4 144 » 4 . 
cam z= Fr 2 vB. A v3 det, affırmandum est. In praesenti vero 

® 3 N 
circa formam usitatissımam 

y = 3ay—2ß 

aliquantum diutius morari sufliciat. Haec quidem ad iormam 


> — 3a" —I3bcr tab = 0 


3 na 
transformatur, ponendo y=ı+-; auo facto ıtidem habetur 


9 a 
= —+yb./i-;- 
Y & a v ® /ı Yb 
Üt vero id, quod in praesenti agitatur, sublata irrationalitate, Taci- 


lius attingatur, ponamus, aequationem jam hanc induisse formam : 
x’ == ct? n). (4° -r 7, 
eujus solutio est haec: 


n 
zer — —n5 
3 Fr 
capiamusque duas alıas ejusmodi aequationes: 


x = (dr, +2n,).@® +), 


atque 


x,= (38,+?27,).(n, +7 
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‚ similiterque 


n,, a, tn,, 


ac A ei u in 


Fyı ,, 


Kst vero 


; n,r,,-_—r,N,, ’ 
a —, eriique 


sit 1Pılıır = u 
r r, rt, Il,, 


ideoque, debita facta substitutione, habebitur: 
Pr, nn) — NE, 


fly 7 N, RC, &, 


primae aequationis per radices utriusque posterioris exprimi- 

.a.ng ® - n n y — n, 
jarum coekicientes, tantummodo vinculo — = ——— —— 7 
r Zn Au, 


ex praecedentibus radıx babebitur : 


r = —), cujus 


-2,(9.1142.13)42,(2.942. 9) Ba, _ gg 
. 11 co v. . N + .x 2 au; 2 . u KL, 
corollaria, quorum suffhieiat aliqua, 


TREE Zah P 0 EN 
innumera exhiıne due: 


praxi magis accommodata, 


« 
-——— 


> .o ., 3 ‘ 
Ponatur ıgıtur 7,0, n,, ; quo 7,=JIx,,+ 2 atque > 
— in, exsistente # quanto arbitrario, fit. Haecc vero 


aequatio Juste soluta dat z,=—1 vel=+2. YValoribus igitur his rite 


gr ._— 


—/ Pr rn 


1. ©, 


substitutis, habetur 
a,(1+x,, 


en P 
A Ani = —n.— | 
x a,‘ kr i+-x,)+a&,(14+%,,)’ 





-— 


eo: 





“) Haud tamen infilias iverim, innumeros alios dari modos, aequationem propo- 
sitam in aliam numeris arbitraris praeditam transformare: sic ex. gr. cubica substi- 
) 
184 —— Gt, Y ° f . . .. . . .. 
tuendo 2 = s——;— migrat in aliam pro Y, cujus coeflicientes 3 arbitrarıs conflantur; 
PTPıY 
hae vero transformaliones, ulut minus regulares, potius arti Cossicae inserviunt, cum 


ıllarum ope innumerae pateant vine solutiones inveniendi. 
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seu  .. '° 


Accepto igitur arbitrario A=1, aequatio = (3 + ?In)(n+r?), substi- 


— 1 
tuendo x = >. ei ‚in hanc x) = (3x,-+?Ir)(n’-+-r?) transfunditur, i. e. 7 
! 





et r facillimo negotio permutari possunt, ideoque r<n simplier substitu- 


> 


5 ie - .. 4 ich ’ « > « 5 > 3 — ee. N 7" . 
tione eflieitur: (id est, pro aequatione x, = 3ar, +-2P, 4 <4 statim, ef 
quidem realiter, efhieitur; id quod vulgo non nisi transformationis imasina- 


riae ope obtinent. Vid. Kkelund de express. rad. aeg. cub. p. 14.) 

Coneinna haeec transiormatio ansam mihi praebuit, alteram exco- 
eitandi methodum, casum irredueibilem expedita approximatione sol- 
vor, eamque praxi magis accommodatam. 


Sit nempe aequatio data: 


> 
> 


x’ = axr—J, 


b - h° 5 
x = (15.2) °, 
a a? 


. “. e® b nr . * * 
cum correetione eirciter + ——; elliciente, sieut evolutione et comparatione 


da 


eritque quam proxime 





cum serie celeb. Lagrange patet; vel etiam, si major accurantia deside- 


ratur, hac uti licebit iormula: 


b D3 b°\ 3 
m — + (1-7) 


a «dA a 


* - . b? ” > yo 
quae eireiter cum 2.3.—; ab serie celeb. Lambert diflert. Sit ex. gr. 
a <> 
x —=3xc—1, eritque statım 
1 37 0.6 2 )Q PER 
= ++.) = 0,34729314, 
I 
quod a vero valore 
x = 2510’ = 0,3472964 
tantum modo distat differentia = 0,00000553. 
1) Quando igitur «>27 6° (ut in exemplo allato), ejusmodi ap- 


proximandi formula utendo, aceurantia praxi vulgari sulfieiens immediate 
habebitur; in casibus vero contrariis transformatio elfieienda est: nempe 
2) Pr 270° inter a’ et 3a? cadit (i. e. quando << I b’<3u'), 


habebiturque WW —3a’u + 2776’ —2e’=0, quae modo 


ponatur vv — 


en 


nuper fradito resolvi potest. 












8 o. 11ı [ ? addıla li ıeni ad ad conaf my, casım irr: ducihilem sofr eneli. 


La) 


3) Ouando tandem 27” ad 4a” magis accedit, seu 3a’ . V< Aa, 
‘el etiam, ita mutata coöflieientium forma, ut aequatio data sit: = 32x0+2ß, 
pro qua hoc casu 3% <B@<a; quaeratur, ut jam ab initio doenimus, 
(in 1.) z ex aequatione: 


< 3azt+2y(@—PP), 





eritque 
1 
Pz 
I ae . 
a: + V(e! — 2) 
- 
vu. ; a 2; “ 3 vw { . . ” 
Si ex. gr 2 mar — (+), eritque a’ —= 270’, ideoque puri jure ae- 
£ ie) 


quatio Juxta secundum ac juxta primum casum resolvi potest. Formula 
vero prima dat z=ya.0,200496, cum errore = + yYa.0,000015; secun- 
dus vero modus, capto ex primo u = 0.0,3472697, dat = y a.0,S84517, 


cum errore + ya.0,000055. Hujusmodi igitur formulae in casu irredu- 














eibili solvendo primam approximationem nullo fere negotio suppeditabunt; 






quae si non sulliciat, inittum ab hac ducendo, convergentissima nostra me- 





thodus ante tradita statım prima operatione triplum largietur decimalium 






numerum. 














il. 


Hactenus, quae solum casum irredueibilem spectant, allata sufli- 






ciant. Priusquam tamen reducibilem aggrediamur, aliquas fractiones 





econtinuas, utrumque attingentes, alferamus; quas quidem nuper usita- 






tae translormationes nobis suppeditant. 
b | 
1) Posito = -—— , alque In aequationem —3r tb =0V sub- 


1+x 


stituto, iterum habebitur v. 2’— 38,4 6b,=0, eritque 4, =’ —2, Si- 








militer igitur ponendo x —— etb,=b—2R, erit 2), —3x,+b,=0; 


= 


et sie in reliquis. Ex hine igitur exoritur: 







1--b,, etc. 
Numeratores vero universi hac lege recurrente b,4, = a se 







dependent. nn vero independenter a exprimitur d, = «a La”, 


. ö 2 n u „anti x ’ . F " 
Est enim !=a "ta" ’+2=0o"+a r "NN=rtL2, legı priori 


convenienter. ÜUt vero a prima aequatione origo ducatur, sit, pro n=(, 










5. Hıll, additamenta ad conatıım. casum irreducibilem solvendi. i) 


a a BEVES=M. 5. | 
=a’-+a”, ıdeoque a = —. ——, euus ıgitur realitas postulat 


53 


( © . “ Pig “ ®, . or .j» 
b>2 sıtz ıd quod casui reducibili convenit. In casu vero irredueibil 
optime ponitur 6 = 2cosQP, eritque aecquationis 

ce — 3x + 2cosd = 0 











radıx 
Icosa 
ze = — . 
= [05.2 
Ir  , 2cos‘ m 
N pr Den 
1 2? c08 2 ‚ f 
1+ 
1-+- etc. 
ındeque casus solubiles notissimi facile eruuntur (nempe cum YO =!7), 
2) Substitutione vero, quae praecedenti inversa est, haec: 
ä 28 
um ya — 
u, 
nn aequationem U —3a2au—2%=0 facta, obtinetur iterum similis 
rt u, —3ya.u,—2B,—= 0, 
. (Ara? . . 
posito ß, = l aus} tterumque posıfıs 
9a j} 2) I 
Pe <z By ' N 3, + « 
evtl a 9,= Vere)), 
. 1 - 
habebitur: 
3 Y Yan —s 
: u, —I3yYvVa.u,— ?E, — V), 
etc.: ı1deoque 
2, 


‘) yi 
- [ 1 
Ve 
8 ı) f%] 
— Ir 
Ve 
16 


Vet etc, 
Facto vero « = 1, simplicior ri solutio: 
Bel + — 


— 


2. ZA 


"u a a 
l -- elc. 5) 


) 


numeratorumque generatio Bar —=| es = er), unde calculı summatori Ope 
laec deducitur expressio independens: 

= V@+YV (2—1)) -+ Ye—v® ’—1))l. 
Quoniam vero functio ista in casu irredueibili cum illa, quam Dr. Sar- 
rus in Gergonne Ann. d. Math. X. p. 189. segq. exposuit, convenit, 
hanc illius transformationem trigenometricam, ex nuper allata independente 


forma oborientem, protulisse snfliciat ; est scilicet aequationis 
(vette’s Jonrnal d.M. VIL. Be. 1.Hft. 7 
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ce — 3x = Vcose 

radıx 
Icosi& 
+ nd 


“E 
< COos 92 &x 


1. 
I) C05 —qa 
1+ 


93 
Haec vero functio in infinitum extensa, tandem casum &=(0 repraesen- 





1-+ etc. 


tat, quo quidem aperte radıx 
9 9 
) =1+ =, 
> — 
FR. 
1-+ eic. 


i. e. aequatione quadratica =x+2 soluta, evel=—i1vel = +7; 


. P} . > n . 5 ‘ 1 . . 
qui igitur valores in finem fractionis loco 12008 etc. substitui pos- 


sunt, cum fractio eousque continuata fuerit, donec perventum sit ad an- 


144 


-„ ut ejJus cosinus ab unitate differat quantitate erro- 
‘) 


m 


gulum tam parvum 


rem admittendum haud superante, ex. gr. ad angulum % 33°45” pro er- 
rore < 0,001. Melius tamen hoc casu transformatio nostra tertia in usum 
veniet. 





111. 
Applieationes ad casum reducibilem. 
Primum obiter observasse sufficiat, transformati irredueibili adornatas 
servasse sutlicıat, transiormatıones irreducibılı adornatas 


mutatis mutandıs huie applicari posse. 


I. Formulae, quae tres terminos formulae Cardani dietae evolu- 
tos reddunt, sunt: 


a) pro aequatione 2’ —.: | 
Er. 9.7 < 
— +2yYR(1+5 
quae praecipue in usum venit, cum @’—°” minimum fuerit. 


b) pro aequatione +32 — 2 = 0 


? > ( 
au, 
I +)‘ 


* . - . . «a3 . 
quae semper convergit, idque tanto magis, quanto major quantıtas 7 fuerit. 
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Hae formulae, computo, aptiores sunt, cum formula Cardani labo- 
riosior fit. 
2. Aequatio " —ax—b=0, subsidio huyus: z(@e —u)—=3Öb, in 
hanc transfunditur: 
w"—3au+70’+ 20 = 0, 
i. e. terminus medius semper negativus ellici potest. Aequationes vero 
— ax tb =0 atqe afa-+u) = 3b 


ad hanc condueunt: 
— 30u +27, — 20 —= 0. 


3. Vice versa terminus medius negativus in casu irredueibili posi- 
tivus efhicitur 


v(2 (de? 


—, atme n W—3au+ 2? = 0 





a) ponendo u=ya— 


x 
substituendo, cum ita obtineatur: 


et 3ya.e— Ya?) = 0, 


2 - 
b) ponendo x = ———- —.—, quo loco hujus: a — 3a 2 —?P = 0 


— a?) 


vel etiam 


nn. 


obtinetur Da @’)=0. Debita igitur harum transforma- 
tionum electione formulae primae approximationem praeliminarem, metho- 
dis notis facillime corrigendam suppeditabunt. 

Majori vero cum facilitate atque libertate hoc idem eflicietur, si so- 
lutionem nostram casus irredueibilis redueibili accommodavimus, quo ipso 
pateat, etiam hunec in aequationes fere arbitrarias translormari posse. 

Levi scilicet attentione perspieitur, aequationem y’=32y-+2Pß casu 
redueibili, ponendo r= y(ß’—a«‘), eodem modo ac im cası irreducibili 


solvi posse, scilicet hoc: 





dummodo aequationis simplicioris 
2” J3ax" -F 3iz—- a =) 
concedatur solutio: 


quae quidem hoc signo A, seilieet /L cum puneto ex signo imaginarıı 


((=y-—1) mutuato, quo ipso radices imaginarias adesse indieatur, ab 


ipsissıno 1 casum irredueibilem attingente distinguitur.  Itidem patet, 


naturam hujus funetionis auxiliariae ita exprimi: 


7 








32 d. 


Hill, additamenta ad conalum, casum irreducibilem solvendi. 


. Aa A b 
FE 
/ > y ® >) 
Itab 1 da.is 
3 3 
id quod similem in modum ac antea pro lunetione A feci, demonstrari potest. 
Corollaria ex] 


hine innumera duci possunt, quorum illa, quae istis 12 
casu irredueibili jam expositis simila sunt (ex. gr. radices imaginarias, 
data realı y,, rationaliter per hane ita exprimi: 


’Yy; + V > e+p.Y, ) 
r +VY—5(P-+e.y,)/? 
aliis explicanda relinquo, eum n« 


nnulla alıa haud spernendi momenti 
praesenti cura nostra indi 


in 
divent, 
HK I r : P ’ 1} . Y + . 
zormua y=—- (1 — ‚ easu 2=0, sub forma indetermi- 
A [67 r y 
nata 2 sese exhibet: 


; eujus igitur ut valor huic casui respondens reperia- 
tur (id quod juxta usitatissimum derivationis ope institutum modum ae- 


orjus perhcitur), ad aequationem auxiliarem e— Jam +Ir—a=( re- 
B I Y 4 ° N ® nd ä fr} 

srediendum est. Casus noster 2=0, r=[ suppeditat, iddeoquie a = — =]; 

- a 

sit vero ad temp: 


s a=1--o, eritque auxilarıs la c—1)’=w(3r’+ 1), 
unde haec radicis evolutae forma perspicitur: 


ie 
vulgarique modo reperitur 


I -- Adler ByYot etc.; 


z—=1+H v4u + v2 —- etc. 
E | 





nn n > Pr > . a? . . 
ist vero =r+e, ideogie ——1-+-— + ete., indeque obtinetur 
Zur 

y) 3 3 

r BR: 104 ) 
a — / tn er Ba 

= lt (it); 

1. & 
[2 : ra iR 
y=r | > —— V?2r = v2», 





solutione. 


“ 


quando &=0; id quod apprime convenit cum notissima ipsius y’=}?ı 


17 


Kxhine materiam haurire licet fünetionem nostram A penitus per- 
3 
serutandi. 








b—xr . Ab —Ax 
Ponamus enim = ———., eritque La = ———— ; iterumque 
1—bx ö 1— Ab. ix 
+ ER 
2 . a E 
st e=1-v, ideoque —— 


1—a . 
I, eu = 1+0.71,7° fietque ita 











d. Bill, additamenta ad conalum, casum irreducibilem solvendi. 


a 
a R 
- 


’ Alte) Äd+0) 
Aa at 
I—Äll+o./ i(ı He. ) 





i. e, juxta evolutionem ipsius /1 modo exhibitam 


EN 





— Yu (! 4 1 ke a ))+H Ca 


lu: a 
3 
- . ... ‚ . 
ideoque divisione per yY (40) instituta, postmodumque @=0 posito, quo 
z==1 M, ou 





: v I a — VA — a) 
Ae= AR = ben . 
3 Vuit)t Via 
Functio igitur nostra pro casu reducibili solvendo idonea, singularis est 


radieum eubiearum combinatio, quae rite introducta hanc aequationis eu- 
bicae solutionem: 
3 3 
r (/Vr+P)—Vır—P) pP 
Ar . u 


. & 3 N 3 > r 
Vir —. [®) - V| r—D) 


r . * [2 Yy [7 3 3 / \ . “ 
ad ipsissimam Cardanı dietam y=y(r+ß)+y(?—r) reducibilem, 





suppeditat. Ut singularis solutionem inveniendi via hoc, quod exposumus, 
aestimari quidem potest® Quod vero hac in re maximi est momenti, hoc 
mihi esse videtur, proprietatem illam singularem hujus radieum combina- 
tionis non solum ad eubicas sed ad quascunque quadrare, 


Theorema. Est scilicet generatim 


sı funetio 





[uerit. 
. . — Ib  ( rl T 
Quoniam enim I + ——- it 1ED est ab una parte 
u - Itab RE 
gt Yi+e VU+s)—VA-—a.VA—b 
ie 2 1 ie Be A Arie 6 Base An Meran :, 


“re. Yo WÜRDET 
ab altera vero 








9. Jill, addıtamenta ad conatum, casum ırreducibilem solvendi. 





| viA+aJ)—Vi-e) , VÜ+)— Vi) 
Aa+ A! +3 u 
Te. EEE. Se ViA+ta)+VY(-—a) vd) I+YU—) 
I+A0.Ab 1 Ylta —Vl-a) V (1b) —V (A1-b) ‚ 
YV(ii-a) +V( Eee“ VA+)+VU—) 


id quod additione FREE facta 


V(1-.a) VU+N) Via). va—) 
Via). v\ 1-+b +Yi-—.). va—ı) 


u": 0 uFtz 
Aue tz, 























fit, i. e. priori aequale. 


Corollarium]l. 


Scholion. Designando functionem algebraicam fractam . per 


i+« 


(7), functio nostra breviter ita indicare potest: 


Az = Üy(Ü)e). 


n 
Corollarium 2. Posito = (!)y (()«), retro habetur: 


" (24 (#) er 
d ——— \ 9 


1/ 


Ee er ‚n+n;: 
43 — mn ihn, x: - a 


Ouae igitur est aequatio n" ade solubilis. 
Huic vero similis aequatio 
G = &. 
aperte itidem solvi poterit ope functionis = 1a, hujusquidem indolis: 
n 
A (dl = A b 
A 2 n ER 
1—ab  1—/Aa.Ab’ 
n 2} 


quae quidem algebraica habenda mihi videtur, cum et radices indicat ae- 


1} 
a I 


quationis algebraicae, ejusque omnes reales habentis, et naturae algebrai- 


cae acque rn u atque praestantis, ac praecedens A x, vel etiam ac ra- 


n 


dix potentiarum Va jam diu civitate algebraica donata, «estimanda vide- 
tur. Ejusmodi vero funetionem aeque simplicem beneque notam ac radix 
potestatum, in Algebram admittendo, casus irredueibiles exsulare licet: ini- 
quum mihi igitur videretur, si ei, quae aequationem omnibus radieibus rea- 
libus praeditam solvit, locus in algebrae elementis diutius negetur, qui sociae, 
quae aequationem una alterave tantum radice reali praeditam solvit, Jam ab 


IinitIo Concessus est. 











6. Clausen, geometrische Aufgabe von Kegelschnitten, 


ou 
« 


6. 
(reometrische Auflösung der Aufgabe: In einem Kegel- 
schnitt ein Dreieck zu beschreiben, dessen Seiten ver- 
längert durch die gegebenen Puncte A, B, © gehen. 


(Von Herrn Th. Clausen zu München. ) 





Ks seien (Taf. I. Fig. 5.) die Spitzen des Dreiecks Z, M, IV, so dafs LMA, 
MNB, NLC in gerader Linie liegen. Man ziehe die Linie #B, und durch 
L eine mit ihr parallele LX, die die Curve in X schneidet; durch X und 
N die Linie X/V, die AB in D schneidet. Da nun LM, MIV, NK, KL als 
die vier Seiten eines in der Curve beschriebenen Vierecks angesehen werden 
können, und die erste, zweite und vierte dieser Linien die Gerade ZB in 
bestimmten Puncten 4, B und unendlich weit entfernt schneidet, wo man 
auch den Punct Z annimmt, so schneidet bekanntermafsen auch die dritte 
dieser Linien die Gerade 45 in einem bestimmten Puncte D. 


Zieht man nun dureh D und € eine Gerade und durch Z eine mit 
ihr parallele Z/, so gilt hier wieder in Bezug auf das Viereck ANLIK 
dasselbe, dafs nemlich /X die Gerade DC immer in dem Puncte Z schneide. 

Die Aufgabe ist also darauf zurückgebracht, in der Curve ein 
Dreieck zu beschreiben, wovon zwei Seiten mit gegebenen Geraden par- 
allel sind, und die dritte durch einen gegebenen Punct geht. Beschreibt 
man eine Menge dieser Dreiecke, deren zwei Seiten gegebenen Geraden 
parallel sind, so sind alle dritte Seiten derselben Tangenten zu einer ähn- 
lichen concentrischen Curve. Lest man aber an die Curve LMN eine 
mit dieser Tangente parallele, und zieht durch den Mittelpunet der Curve 
irgend eine Gerade, die diese Tangenten schneidet, so sieht man leicht, 
dafs die Entfernung der beiden Durchschnittspuncte vom Mittelpuncte der 
Curve sich wie die Durchmesser von gleicher Lage verhalten. 

Diese Schlüsse zusammengenommen zeigen sogleich das Verfahren 
zur Lösung der Auigabe: 


Durch einen beliebigen Punct Z ziehe man die Linie LM und 
dann MAB; ferner durch Z die mit ZB parallele ZX und darauf ÄND, 





2) ya ! > n4 For er er; . > 
447 elr: Ci Aufzabe von Ke: elschnitten, 


Hierauf ziehe man die Gerade DC, und durch Z die mit ihr par- 
allele Z/, dann ZV’C (we N’ blofs mit IV zusammentriflt, wenn Z die 
Spitze des gesuchten Dreiecks ist), und DNV’X', und IK’E. 


Man ziehe nun Z/X’ und lege eine mit ihr parallele Tangente an 


unet eine 
Bine. Durch den Durchsehnittspunet derselben mit der Chorde und den 
Punet 7 ziehe man eine Gerade, und durch den Berührungspunct eine 
mit dieser parallele. Zieht man nun vom Mittelpunete der Curve durch 
E eine Gerade, und lest durch den Durchschnitt derselben mit der letzt- 
oenannten eine Tangente an die Curve, so ist diese mit der gesuchten 


EAI parallel. 


München, den 13. April 1830. 
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Memoire sur quelques formules generales d’analyse *). 
(Par Mr. G. Libri de Florence. ) 





Introducetıom. 


? | 
L alg&bre presente un grand nombre de problömes, tels que le develop- 
pement du polynome, la recherche des fonetions symetriques des racines 
® . + ?1* . . D r4 
des “quations alg@briques, Yelimination, ete., dont la solution depend dans 


chaque cas particulier des principes les plus «l@mentaires, mais qui oflrent 


Oo 
dant le defaut de formules se fait sentir chaque fois que la solution d'un 


de grandes diffieultös quand il siagit de les resoudre en general. Cepen- 


problöme exige, quel'on connaisse le resultat general des operations qu’on 
sait elleetuer seulement dans les cas particuliers; et comme cette eircon- 
stance se renouvelle souvent dans Vanalyse, il en resulte une imperlection 
” plane sur toute l’etendue de la science. Cette imperfection disparal- 


‚ait si lon savait, dans le developpement d’un polynome quelconque, trou- 


’ 


ver le terme gene 'ral sans quil füt besom de connaitre les termes pre 


dens, comme cela parait nöcessaire au go abord; car cette question 
renferme toutes ceelles de la m@me espece que nous avons enoncdes ei- 
dessus. Les scometres allemands, qui se sont beaucoup oceupes de ces 
recherches, ont täch‘ de tirer le developpement du polynome de lanalyse 
combinatoire, dont Leibnitz avait donne la premiere idee; mais leurs 
proc@des qui reposent presqtientierement sur la partition des nombres, 
(opÖration qu’on ne sait par ellectuer en general) ne peuvent fournir que 
des rögles didactiques, et point de formules gencrales. D’autres analyst 

ont ramene ce probleme au calcıl differentiel et aux integrales dölinies: 








IN 


” Ce mömoire, et plusieurs autres qui suivent, ont e&l& dejä imprim: s en 1829 
\ Florence ä un petit nombre d’exemplaires aux {rais de auteur, uniquernen! pour 
tre distribudes A guelques amis; mais ils sont rest: 's inconnus a la librairie ei au publi 

Comme cependant ’importance de ces ın@moires et les recherches et idees pro 
fondes qu’ils contiennent, les rendent eminemment dignes d’cire ofllerts publiqueien Y 
la connaissance des savants, V’editeur de ce journal a demande et obtenu de la coın- 
plaisance de leur auteur la permission, de publier par la voie du journal ces mCınoi- 
res, ainsi que ceux quil a bien vonlu promeltre encore, 

(Vest de cette maniere que le journal commence ich A publier ces ‚excellents mor- 
ceaux. Ouand on arrivera aux memoires qui n’Ont pas encore £te imprimes les 


, 


lecteurs en seront averlis. Note de !’£editeur. 


Grelie's Juurna! d. M. Vil.Bd. 1. Hft. 8 
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ng 7. G. Libri, sur quelques formules gendrales d’analyse. 


cos methodes qui sont plus directes, exigent cependant que l’on connaisse 
les diff@rentielles successives de certaines fonctions; et comme pour les 
obtenir il faut developper ces fonctions en series, il est clair que le pro- 
blöme revient en derniere analyse a ce quiil &tait d’abord, puisque il faut 
ealeuler les termes preeedens pour avoir celui que Ton cherche. Ainsi 
jusqu’a present, il n’y avait aucune formule generale, qui offrit sous une 
forme coneise tous les termes dont le developpement d’une fonction poly- 
nome se compose, sans quil füt necessaire de faire aucune operation pre- 
liminaire. Cependant il semble que dans l’etat actuel de lanalyse il faut 
renoncer a tous les moyens pratiques, comme l’on a depuis long tems 
abandonn@ les eonstructions graphiques pour la solution des problemes; et 
ıe Pon deit chercher des formules generales, qui aient pour caractere 
seclal de resoudre la question dans sa plus grande @tendue, sans quil soit 
oossaire, pour les appliquer aux cas particuliers, d’effectuer d’autre ope- 
vation que celle d’y substituer les quantites connues. Chaque fois qu’une 
{ormule ne remplit pas ces conditions, elle est incomplete; parceque la va- 
eur d’une quantit@ qui em dependrait, ne saurait &tre substitude dans une 
autre expression. 
Pour resoudre les questions qui nous occupent, nous avons ramene 
d’abord le developpement d’un polynome ä une @quation aux differences 
dordre indefini, dont lintegrale exprimee en serie nous a donne le terme 


, , [4 [4 . ld PP 
oeneral du developpement cherche: puis nous avons partage cette serie en 


autant d’autres series partielles quil y a de facteurs dans les termes qui 
la eumposent; et nous avons pu de cette maniere en obtenir la somme 
en termes finis. La formule que Von trouve ainsi, est presqu'aussi simple 
que celle qui exprime lintegrale de l’@quation lineaire aux differences du 
premier ordre, et lui ressemble ä& quelques Egards. On en deduit de suite 
une expression des nombres de Bernoulli, plus complete et moins difhi- 
cile a caleuler que toutes celles que l’on connaissait jusqu’a present. Ceci 
nous conduit ü exposer une formule assez simple, qui sert a developper 
par les puissances ascendantes de la variable, lintegrale finie d'une fonc- 
tion qgueleonque. 

La methode dont nous avons fait usage pour developper le poly- 
nome, sert encore “a trouver la somme des puissances des racines d’une 
equation algebrique queleonque: on obtient daus ce cas deux developpe- 
mens, qui en derniere analyse sont identiques, et on les somme de la 
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i. G. Libri, sur quelques formules gendrales d’anul!y se 


so 
mime maniere que la serie que lon avait obtenue pour le polynome, 
Nous deduisons des formules qui representent ces developpemens, une ex- 
pression generale de la somme des diviseurs d’un nombre quelconque; 
somme que l’on n’avait jamais pu soumettre a aucune loi reguliere: et 
nous montrerons dans la suite comment ces m&ömes formules peuvent ser- 
vir a trouver directement un nombre premier plus grand qu'une limite 
quelconque. Lorsqu’on connait la somme des racines d’une &quation, tou- 
tes les autres fonctions symetriques des m&mes racines s’en deduisent: 
mais nous n’avons pas cru necessaire de nous arreter A exposer les for- 
mules qui les representent. Cependant nous avons pensd quil ne serait 
pas tout ä fait inutile de donner la formule generale d’@limination, entre 
deux quations algebriques de degres queleonques; et nous lavons expo- 
sce en negligeant la d@monstration qui est tres-facile a retrouver. 

Les formules que nous exposons dans ce me@moire, oflrent Tavan- 
tage de pouvoir introduire dans le calcul, sous forme finie, le rÖsultat 
d’operations qui dependent de developpemens tres-longs a elfeetuer. Noxus 
avons cru nÖcessaire de les placer ü la töte de ces recherches, ü cause des 
applications fr&quentes que nous en fairons dans la suite, a analyse numd- 
rique et ä diverses questions de calcul integral. 





Analyse 


Etant propose de developper suivant les puissances ascendantes de 

z, le polynome indefini 
(1+0,:+0,2...+0,2°+ete) =1+y:+p...+r,3+ete., 
si Ion prend la differentielle logarithmique de ehacun des membres de 
cette &quation, et que l’on &gale les eo@flieiens des mömes puissances de 
z, on aura la suite d’Öquations aux dilförences 
y,= ma; 
2y,=2ma,+(m—1)ay; 
.. 


3, = 3ma+ Am— Day + m— Na, y:;5 


. 


l. zy.=ıaım 0, + ame. yı tar) e,.Y; + ete. 
et en substituant dans la derniere, les valeurs de y,, y:, y;3, etc., dedui- 
tes des &quations pr&c&dentes, on aura lintegrale de l’&quation (1.) expri- 
. “N 
mee en serie de cette manicere 


5" 
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2. „= + (@-Dm-1) (ma, ER 2) Sa (Omar Hm 1)a (ma) 
sauer em 


et il sera facile de saisir la loı des termes, a le coöfficient ß, , est egal ä 





la somme de tous les termes prece@dens dans lesquels on a change x et L. 

A Taide des substitutions successives on peut toujours exprimer en 
serie Vint@grale d’ume equation aux dill@rences; mais les formules que Von 
obtient de cette maniere manquent de symetrie, et ne peuvent pas aisc- 
ment se reprösenter Aa lesprit; pour les rendre utiles il faut les reduire ä 
une forme finie, et c'est ce que nous allons faire maintenant. 

Si dans l’@quation (2.) on r@unit par groupes les termes composes 
de deux, de trois, .... de z-+-1 facteurs, (en ne considerant comme 
facteurs que les co@ffieiens indetermines @,, @,, Azy.... @x, etc., du poly- 
nome) et si l’on designe ces groupes par 4,5, Az 5 vr. Au, etc., on aura 





ma, 
oc 
a, 1 } ef 3% 5 ‘ dx 2 . . ” ‘ 
+((—-N)m—1) — (ma) + ((x—-?)m-—?) — (ma,) + ((x—-3) m nr 


a a m aa a © Her re Sr nee FREUEN 





ax-s/(m-1)a, (ma . Pr (2m-1 a,(ma )+(m-2 )a, (ma )\ 
L((2-9 my fra: ma )\ 1 ((23,m-3) ll » und; MT VL etc. 
I { - EE “ ) z \ > +((x om 3) pr $ J ; ui 
. . . 6} > o - > ES ® - ® . . . % er > 
ech L rd Fr 
on 
- . ‚ v (4 4 . ü z . 
Maintenant le groupe 4, a pour terme general Vexpression 


1 
—Mme,, (x— x) m— x.) a,_x, 


dans laguelle x, recoit successivement les valeurs 1, 2, 3,....2x—1; Fon 
aura done 


ii 
/ _— 77 [ po n 
A, 2 pP art Qx, ( A %,) m =) Ox_x b) 


en integrant entre les limites x, =1, x, =x. Le groupe A, a pour terme 


general , 
— Q,, (x — x) M—X,)R; x, (a, — x,) m— %;) Bu. x.) 


0. » . 3 e / Is Al .n Io 
oü il faut donner A x, toutes les valeurs 2, 3,4, .... 2x —1; et faire succes- 





>) 


sivement vn, —!, 7, 3, 2... 7, —1; on trouvera par consequent 


4 1 rn = mr FO 2 \ mo. Yy (( De . )? E a L/ « 
u band bad v dx, \ Kt A) Uox; X X) Z u" Ia-r , 
r_ . 








Te G. Libri, sur 
nt entre les limites 


‘ 
my vr 
2o,=2, x, 


on Sms 
en IITEERA NT 


---. » yet —— 
1 


— — 


Et en general on aura Vequation 
An = 
Fe m z 
2 6 AR Q, ((X-X 


OXr Des IVu- ı 





\ ry> 
M-a ITx- 


ou U faut in ıteg rer entre les limites 


’ ) 
quelques formules gendrales d’analyse, 


xr ((3,-;) M-X,) xx, 9° (x, 





1, ,=X%.» 


_... 


— 1/8 « a — Y , mn . —— ne 
x —ı, sr ı—%5 x,—u—l, 2,—%,> X sum, X, 53 oo...» z,el, = u—KX, y ® 


= exprimant les integra 


I. Fourier, on aura 


»+ definies aux differences par I: tati ” 
les deimes aux diiierences par ia notatıon «i 


KU KR, Kun u te a ex? (EA %,) M—xX,)Q XaX2°°° ) 
Ss = > Eu = Q,. Ä 





ZI, .Ln: .. KCu-ı 


N yy 
di 
. ” E 7 “ “ . 


x, —zu X, =zu—ı x —=ı 
i [2 


mais comme lon a 


u) 
& log 2 
x, =X %=Xı xx s—ı 
ee) 5 wei 
4 erereree ud e 
Xu X 27 u © 1 x, — 


» etant la base des logaritiimes hyperboliques, 
notation de Vandermonde 
1 


AR, BR 








— 
u—— 


u > 
x,)m—ı,) G... 


1 
- -1 \ PET 


{pourvu que lon suppose z,= x} on trouvera 


s_u+tı x 


—X 


s-1 
x -_ 
& log 2 
s—ı x —Zu-stı N 

d / 

4 u ı NY TREE — 

Am = € m: = (au E 

" uU-1 


et puisque u—x 


i  ; 
Y. = mo, + Au 


on obtiendra enfin u—ı 
s=u+l x, 
zZ lv & 
u==% ? 
um x must 4 
3. Yx = m a.+ 2 e MU, Bun ka... 
— u Lu“ 
um 
en faisant toujours 2, = .r *). 





*) Nous aurions pu nous “pargner celte reduction, en 


ee x X 


C CINE) Un, (MR) x ze sell 


(a1 )M—R.)Ax,.,.: 


s-ı 


< 
PA 
x, —u-stı 


b) 


et que Ton a aussi par la 


—r)M—xX,.) 0x 1% 


18 


} X | 


JM— EL), | 


. 


= c)N- 


uU/ 


r.)0% 


u. Nu 


ecrivant x, au lieu de «x 


dans tout ce qui precede; mais nous ne J’avons pas fait, a cause des difficultes typo- 








G. Libri, sur quelques formules elndrales d’analyse. 















\ ınn z 1 Bi = ® 
On peut encore reduire cette expression & la forme suivante 


szu-+ı 5 1ı— 
2 5 oo >| 1 / 
2 log u. \ 
gg 2 08 — ((w,—r..,)M—%..,)0- _ 
BE gamı x —u-s+} z=0 ° x; Sn +) “Rz 
‚==moa mn e ) 
x, ‚m2& a,, € 
weni 


en exprimant toujours par € la base des logarithmes hyperboliques, et 
faisant 2, =x. 
On sait qu’etant donnde la s£rie 


x 1 
—_=— re a x = I1+y, st ySre.ety,.z+eic; 
ii Hat tat” 





les nombres de Bernoulli seront exprimes par la relation 
> u ‘) > m 
b, — f “m © [| ..:.8 8 © (c+ 1); x+1 * 
Si a present on fait dans la formule (3.) 
1 1 


BE... == u  eereneinee . 


Xut ’ 
l[«,+1] 








et nm =—-1; on aura 





s=ur1 RER; 
zZ log 2 
n x | f pa sz21 x —u-2zy1 (— 1} { u 
> Rn u Kg EEE - \ Fe ER ik. AR 
nel nt. ne [— oe] 
[+1] ası BT N 








1 1 ( ) AS © m En 1\\ 
uiermers 1.23.01 1% 123..(0-1)\ 1.237 12 Is)" 
) | 


3 
"Dir IK WOOE 4 ( e { ( 1 = ’ \ | 
a } 
Y 


















tiendra les valeurs deja connues 
u i.Beat I Be, L 1 I Ay y 

b=—:; BbB=!(-;tr9)=5 B,= 0(— 77 tr trr—9)>=0; etc. 
Cette formule est assez simple, et le calcul numerique, pour chaque cas 







. y. . (4 “ . .‘ ’ 
partieulier, en est plus aise que dans les expressions connues Jusqu’a pre- 






sent: d’ailleurs elle est generale, et fournit m&me la valeur de B,=—;5, 






que d’autres formules (celle de La Place par exemple) ne donnent pas: 






nous l’avons rapportdee comme une application tres-simple du developpe- 






ment du polynome que nous venons de trouver. 









- . n. . ’ 
graphiques, que nous aurions renconlirees dans Piinpression des formules exposees dans 
: . .ngp » \ ’ e r ’ 
ce memoire; difficultes que le manque des caracteres necessaires rend plus grandes en 
Toscane qu’aulleurs. 
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Les nombres de Bernoulli ne sont au fond autre chose que les 
coöflfieciens des diverses puissances de la variable dans le d@veloppement de 
2”, multiplies par des nombres connus: sil s’agissait de developper la 
fonction indeterminde Z9(z) par les puissances ascendantes de z, on au- 
rait un resultat assez simple que nous allons faire connaitre. 


Etant donnde T'@quation 
9) =e+e:+ %&7 ....+ e2 +etc, 


elle se reduit ü 
guz a” we. 
— 1-tuz +5. tn 4- etc.; 


lorsque ®(z)=e“‘, et on aura dans ce cas 
2 % 


u R Zu u 
DT 








u 15 , eu; 0, m 


Si Ion fait a present 
4. Z0@) = a,:+%7”....+0,2”+etc., 
zn" —=b:+b,7...Ht+b,2” + etc, 
a, sera une fonction lincaire des coöffieiens €&,_,5 Ex, € 47, etc., et b, 
sera une fonetion semblable des coe@fficiens 
7 u” a 
1.2.3...(2—1)? 1.2.3...2° 1.2.3....(2+1)? 
et les diverses puissances de u, u°, u’, etc., resteront independantes les 
unes des autres, de m&me que les coefficiens &,, €, 5 E25 see. &x5 et il 
ne pourra pas y avoir de reduction, de telle maniere que si Don connait 


la valeur de d,, on trouvera celle de e. en substituant 


ee Rn en 2 


dv“ 


(ou il faut faire v—= 0 apres les differentiations) au lieu de u“. 


. b 4 el — 1 r } 
Maintenant lon a Ze” = =._7 et comme nous avons trouve pre- 








eic., 


e@demment le developpement de 


1 1 : 
1 = al +yut+ryu’+ etc; 


e' 


on aura 


KuX 


1 REER U: u?z u“ z | 
—(- +ntYrutY We. tyxu + etc.) (+ + 13 zu + 17, 4 ot .) 
= bL,:+b,2....F+ db.” . etc. , 








et par suite 


wm y,u*t! 








di, = 


1.2.3... rat tee 
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d*. f (v) 


dv* 





Si !’on substitue dans cette Equation au lJeu de u“, on aura en 


ecncral 
. bn 1 Pr p(v) . d“.op(v) dt, p(v) 
0x = 723... dem u De u 5 + ete.). 


see dv* dvxtı 


Ce cocflieient peut aussi s'exprimer en termes finis de cette manicre 

















d.p(v) —ı 


1 d.g{v)\“ au ) 
0. = 5) ( | 2 (. —1 
x 











Pi De RS dv ; 

d.g(v)\P P.o'v h 

pourvu quen developpant on change er) en es comme on Te 
dv dvr 


fait pour d’autres formules de la möme espece. Alors en substituant dans 
’equation (4.) les valeurs de @,, @,, Q,, etc., exprimdes de cette ma- 
niere, on aura la formule 





en) 
d.q U 2" we v\” 2” d.afıı\“ d 
200 = (DER le 
Pe T \-/ dv + 49 dv 17493 » du ) + etc. e l 
Aylv) d.q ı 
ee A Mi 
. ° d.G u\P aP’.c v E ’ 2 
dans latrıelle il faut changer [: 2 en BE apres avoır deveionn 
. ” dv dvP er, 


. « .yır “ [7 
et faire v—= 0, apres les dillerentiations. On pourra developper de la 
A . ng \ (4 24 \ 
meme maniere Z’D(z); et em ocneral Z"”0(z), A"’P(z), etc. 


eo; b) 
. ’ . f “ 
Ktant donnee Yemation 


nd 


irre, =D, 


z 





1mP> 


sı Von exprime par P, la somme des puissances zn” de ses racines, ona 


toujour: 


\ 


5. P, nn. EPs RR; 


et par suite 5 
m— 


> 
Pan 


a, Pat 0 Pa +... Flm—1)a„-.; 
i a, Past 0: Pu... + (m —?2)o„-.; 


E ” . . “ ® . 8 ” ” . . . . E . * . . . . etc. b) 


et si Von substitue ces dernieres valeurs dans I’@quation (5.) Ü en r&sul- 
tera la formule 

P„—= ma,„+ m—-1)a„.,(a)+{m—2)an,2( +0,(0,)) se +mt)a,, + etc. 
dans laquelle le coöfhieient ß, se forme en changeant » en ? dans tous 
les terınes preeedens, et negligeant tous les coöfliciens numeriques exter- 
nes. Si Ion avait commence par substituer les valeurs deP,, P,, P;, ete., 
dans Vequation (5.), on aurait obtenu lexpression 


P.=ma,„+ 0n-(0) +0@n_.(20:+@,(a,)) +, ‚(3a,+0,R,) +n,(ao,+ a,(@,))) retc., 
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qui ne differe de la precedente, que par la disposition des termes dont 
elle se compose. 


On doit observer que ces formules sont exactes seulement pour 
les valeurs de 2 entieres, positives, et plus grandes que zero; et quil 
iaut s’arröter lorsqu’on trouve des co@fliciens a indices plus petits que Tu- 
nite. Lorsque n=0, on aP,=n, et si m a une valeur negative, on 


. . 1 . * 1 
divisera l’@quation proposce par a,x", et en faisant ——y, on cherchera 


Ines 


la somme des puissances — 7!" des racines de la nouvelle @quation en y 


ui en resultera. 


Si lon decompose la serie qui exprime la valeur de P„, en au- 
‘ant de series partielles quil peut y avoir de facteurs algebriques, on aura 


MA, ) 
oe " (m—1) a„_, (2) + (m—2) o„_,(0,) + (m-3) a„_3(0,)+ etc. j 
| | + (m) an (0) (a) + (m—3) mn, (,0, + a0) + .. 

t on trouvera aisement, comme on l’a fait pour le polynome, 


SZ_x+1 m m. 


& log 2 


ı 


EM u m —x—s+1 e 
P„= ma„+2% e (MM) An, [Om,_,_m.] > 
x—1 
on faisant toujours 77, = m. 
il est clair que l’on pourra £crire aussi 
s—_xHti m =m,, z==X 
—m br u s+1 a mom 
P„= ma„+ & e (m—m,)Q,, € . 
x—ı 


et ces deux expressions seront &quivalentes. En appliquant cette formule 
a Fequation 
(x — 1)" (2 —1) (21) (N... 1)ar—1) = 0, 


et en indiquant par fe la somme des diviseurs de 2, on aura par la 


notation de Vandermonde lexpression 
Greta’ Ionmal d. 2. Vil. Bd. 1. AN. Q 
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fo —n = 


n-ı ı-r n-2 2-n n-3(3:?2+r) (32? +r)-n 
n \-([7+ n-1][0]- -[n+n=2 ]|0]-[2+72-3 [0]... + [2+2-3(33°: li 0 ]...etc.)! 
n-2 ©-n 3 3-n n-1-5(322 +2) 2(3-?+r)$Pı-n 2 +0 
+n-1)!-([r+n -2][0]- [r+n2-3][0]- In+n-4|li ))..t[r+n-3(32°+2)-2]] 0 |... ete. )((I2][0|- -[n-1 110) 


n-u u-n N-U i u-ntı n-U za: +r)$ku-n 
+22), -([r+r=-u-1] [0 ]- [r+2-u-2] [0 |. FH[2+R-u-Z(S iz z, )e1 I & za etc.) 4, 


dans laquelle la loı des termes est manifeste, puisque le co@fficient 4, se 
forme en changeant en u la seconde 2 comprise entre les crochets des 
factorielles, dans tous les termes qui le precedent, et en faisant z=u 
dans tous les exposans de ces mömes factorielles : pourvu que l'on egale 
A Tımite tous les coöffieiens numeriques externes (tels que 2, n—1, 
n—2?, ete.) des termes pröcedens. Ainsi par exemple un terme de la 


rn 


forme + (na—s)[a +2 —s—1}[0], se changera en celui-ci +[ntu—s—1 fi 
ies s’arröteront lorsque dans un terıne u 


f y! 





Il est elair que toutes ces ser 
ER SE Sons 
conque de la forme [2+4—1|[0], 4 sera un nombre entier negatıl. 
Ainsi par exemple en faisant dans cette formule successivement 


ham], na==2, == 3, efe., on m 


/y=1- ([1][0]-I6 ID = I—1+1= 


2 ı  -1 0-0 1 
Sa=2—2asloi=t2]rof-t]op + 2roj-t] top az]toj-t]toD 
En WB (1? 1)+@-)Q-Y=2—0+1=3. 


(3=3—-3(15 [01-14] [01213] 10) +24] [01-13] [OI-T2] [0 (t3] [01-12] 10) 


6) 2 1 [0] -O 


+13] 10]-12] 10) a41ro]-131101-R11OI-Q3Ir0l-L210D) 
les 12 3)+2 (33-9) 6- D+8-1 (3-3-1-8-1)) 
sl 


| 


= 





06-3) + 2(6-H2+26-4-9=3-3+5-4=4 


. . - - ® * ® ” ” . + » etc. 


‘ > 
I 


| 


Sl sagissait de determiner les co@fhieiens de l’equation 


"+A LIT... +0, 


dont les racines sont connues, en indiquant par P,, la sonime des puis- 


sauces 3,” de ses racines, on aurait 








“ 
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sS_x-+1 2 zum 


s-ı 
& log 2 
j ’ Zr, s—ı 2 =x-s+1 ) | 
A nahe ) — 3 7) > | en ) \N 
a 2. N og x PD 6 fi zo lz I we 2x. (— 1) . 
. {ar . 
Ktant propose d’Climiner y entre les deux dquations 
y” _ er" -ı u Ra —. = + €. nm O0: 
y’ + by" —- ale .eo.e + b, — Ö; 
.# . ‚ r P Ri n ’ 
ieqmation resultante apres Velimination sera celle-ei 
1 \ 
ar | 
7 io u PR | 
t =mn-+1 ’ 
< - ET, Te z22% 1 | 
I. 1-- das \ > low > z log ( PD, Fi A, ? _.) F? 
to—1 ==, mt t —_xc—s-+l { zo l: 2 a 
Em ' > 
2 u Bu € yx ] N a A,, ı m 
x=ı 


Dans cette formule £, reprösente le co@fhcient de z, dans le deve- 


ioppement de la fraction 


b,+22,3+30, 


SUUET 7 5 un 


1i+ bh: + 4,2. ... „de Er u 


t P, exprime la somme des puissances —g”" des racines de I equation 


y"+ey" te"... tem = 0; 


fd . 
peuvent se deduire des lormules 


er 











et comme les valeurs de 4, et de P, 
‚ IE; 4 , 
que nous avons trouvees precedemment, on substituera ces valeurs dans 


"'&quation (6.) et le probleme sera resolu completement. 


a ’ N 
Nous avons trouve depuis long-teımps les formules demontrees «dans ce ın& 


’ 
’. 


inoire: elles ont te exposees dans deux m&moires que nous avons present‘s en 18%: 
et en 1825, A ’Academie Royale des Sciences de Paris. 
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°. 


Neuer Beweis der Gaufsischen Formeln in der 
sphärischen 


a E 


ir gonometrie., 


(Von Herın L. Feldt, Prof, der Math, zu Braunsberg in Ost-Preufsen.) 





Wie wichtig in der sphärischen Astronomie die vom Herrn Professor 
Ritter Gaufs zwischen den 6 Stücken eines Raumdreiecks entdeckten Re- 
lationen sind, zeigt die ganze Zheoria motus genugsam. Der Unterzeich- 
nete glaubt daher nichts Unnützes zu unternehmen, wenn er zu den ver- 
schiedenen Beweisen dieser eleganten Formeln noch einen, und zwar — 
wie es scheint — minder bekannten hinzufügt. 
Bezeichnet man die drei Seiten eines sphärischen Dreiecks mit «, 
b, ce, die diesen Seiten in derselben Ordnung gegenüberstehenden Winkel 
aber mit 4, B, C, so ist bekanntlich 
(sin 4 [sind + sine] = sine[snB + sinC], 
&. sin D [sine + sine] = sind [sin {+ sinC], 
\sinC[sina + sind] = sine [sin {4 +sinB]. 
Setzt man nun z.B. in der ersten der vorstehenden Gleichungen 
sin 4 = 2sin# 4cos3Ä4, sine =?7sinta cosia; 


verwandelt die Summen und Billerenzen der Sinus in ihre Producte, so ist 




















sinza cos5a sınz.d cos 
sin! bc)” cosz (b—c) cosz (B—C)"sin3'B+C)? 
ß. 
es cosza cos2.ÄA sinz A 
sinz (b—c)"cosz (b+e) sinz (B— CC)’ cos3(B+C)' 


Dafs jede von den vorstehenden Gleichungen (ß.) das Product zweier 
Gaufsischen ist, bedarf keiner Erinnerung. 

Der ._— Astronom und Reetor der Universität in Wilna, Herr 
Professor Ritter v. Sniadecki, übergab den 24sten März 1811 der Kaiserl. 
Academie der Wissenschaften in Petersburg eine Abhandlung, in wel- 
cher er auf eine sehr bündige Weise zeigt, dafs die von Gauls in der 
Theoria mot. corp. coelest. aufgestellten und daselbst bei sehr wichtisen 
astronomischen Aufgaben angewandten Relationen, die auf den einfachsten 
Ausdruck zurückgeführten Cagnolischen seien. In der dritten Ausgabe 
seiner sphärischen Trigonometrie, worin sich zugleich eine recht schöne 
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Ableitung aller Parallaxen befindet, bemerkt Sniadeceki ausdrücklich *), 
er sei, als er den Beweis der gedachten Formeln noch kürzer geben 
wollte, auf die Productenformeln (ß.) gekommen, habe aber aus ihnen 
die Gaufsischen Gleichungen nicht erhalten können. Meine Absicht 'st 
nun, in dem Folgenden zu zeigen, wie aus den obigen von Sniadecki 
angedeuteten Produetenformeln die Gaufsischen Gleichungen dennoch 
erliellen. 

Zuvörderst mögen noch einige Ausdrücke hier stehen, die man nur 
selten in unsern Lehrbüchern angedeutet ündet, die aber dennoch leicht 
aus der Fundamentalgleichung der sphärischen Trigonometrie erhalten wer- 
den. Es sind folgende: 




































































sin34sinzB sin 3 ee, c0s3.4c0s} B B näletb ke) 
sinz C sin c sinzC sine R 

sin A4sin3C sin 5 ( nn P u un: im oc 
sinz B sin b sinz D sind 

sn3Bsin3C __ sinz b+c—a) , cos3Bcos!C sint(a-t- +0). 
sinz 4 sina ‚ sinz Ad sina 

sinz A cos3 en, cos34sinzB sint(b--c—a) 
cosz C sin c cos U sin c 2 

uns hund Hai mer), ind Fake Au sinä: b+c—.a 
cos3D sin b e0os} D sind 

sin3B cos3 C sinz(a+b—c), cos}Bsin}C sin3 (a--c—b) 
cosz A sina@ j c0s 5A . sina — 


Dieser Ausdrücke, die hier Verwandlungsformeln genannt werden mösen, 
hat sich auch Puissant in seiner Geodesie zur Ableitung der Gaulsi- 
schen Gleichungen bedient; uns werden sie nicht minder bei der Tron- 
nung obiger von Sniadecki angedeuteten Productenformeln yon Nutzen 
sein, wie sich's sofort zeigen wird, 

Man nehme die erste von den Gleichungen (z.), und zwar zunächst 
mit dem obern Zeichen, so findet man, wie leicht zu sehen, die Pro- 
ductenformel: 

y. sndsma3(b-+c)cosz (b—c) = sina sin; (B-+C) cos; (B— 0). 
In dieser Formel lassen sich nun mittelst der obigen Verwandlungsforme'n 
die zwei in ihr vorkommenden Gaulischen Gleichungen leicht absondern. 





©) Trigonometrya kulista pre wylozona, zprzystozowaniem do rozmiarn ziemi 
i do zadan astronomicznych przez Jana Sniadeckiego, Warszawa 182%. (In’s 


Deutsche übersetzt von 1. Feldt. Leipzig bei Schwickert, 1828. pag. 23. 
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Setzt man nämlich in der Productenformel (Y.) 
cosz A 


sinz (B+C) = FF [sin }(@a + (b— 0) + sin} (a —(b—0))], 


sına 

so verwandelt sie sich, nach gehöriger Entwickelung, Zusammenziehung 
und Weglassung der gleichen Factoren auf beiden Seiten, in diese: 

sindsinäz(b-+e) __ 


2c0s3 4 a % sin z 2 0 C087 (D vr C), 





aus welcher, wenn man nun noch 
sind = 2sınz4 cos} A 
setzt, sofort folgende Gaulsische Gleichung erhält: 
I. sn4sin3(b+e) = sinza cos!(b —C). 
Eben so leicht wird nun auch die zweite Gaufsische Gleichung erhal- 
ten; denn wird in der k roduotentormel (y.) 
1 


cos zZ (/ ) a“ 3 sins(a+(b+ 0) + sin(d+e)—a)] 


sina 


sesetzt, so ist bei einer der vorangehenden ähnlichen Behandlungsweise 
II. cosz4co0os3(b—c) = coszasınz D-+C). 

Ferner ist leicht zu sehen, dafs wenn man in der ersten von den Glei- 
| D alei 

chungen («.) das untere Zeichen nimmt und in der sich ergebenden Pro- 


duetenforme! 
sin-feos3/b + ec) sini(b—c) = sine cos} (5B-+C) sin} ı(B—(C) 
ersiens: 


cos!(B+C un = = [sin 1(a-+ (+ 0))— sini((b-+ e c)—e)]; 


sin a 
! 
aan: 


sn 4(b—() Isinz (a + (d— c)) — sin z(e—(b — c))] 
etzt und auf die nun B— bekannte Weise verlährt, folgende zwei 
Gleichungen erhellen werden, nämlich: 

Hl. cos2Z4sn$(b—e) = sinz a sınz (B—CÜ), 

IV. sinZ#fcosi(b-+te) = cos!acos4 (BD-+-). 
Die vorstehende Entwickelung zeigt, dals die eben angedeuteten Verwand- 
lungsformeln oft von nicht unbedeutendem Nutzen werden können; sie 
verdienen daher auf jeden Fall in unsern Lehrbüchern angeführt zu werden. 
Um bei dem Gaufsischen Gesetze alle Combinationen von Sei- 
ten und Winkeln zu haben, setze ich noch die übrigen acht Formeln her. 


Aus der zweiten von den obigen Gleichungen (z.), nämlich aus 
snD|[sne+sinc] = sin |sin 4 + sin C) 











Feldi, Beweis der Gaufsiscehen Formeln in der sphär, Trigonometrie. 7] 


> 
OÖ, 


erhält man folgende vier: 
V. sin$Dsint/a-e) 


Id 


sın 3b cos+(4J—(), 
sin 55 sin3(4—(C), 
cosz3 5 sin (A+C), 
c0855bcos2(44+C); 


Hm 


> 


VI.  cos+ PB sin: 
VII cos} Decos}(a—.c) 
IyIF 0 X/ 

vll. snmZDeost(a-+-e) 


aus der Gleichung 
sinC [sine + sind] = sine [sin 4 + sin], 


t 


-_ 


aber diese: 
IX. cos3Csin#(@+b) = snzecos}3({—D), 
X. cos3lcos$(@a—b) = c0os$c sin}(4-4-D), 
XI. cos3Csin#(@—b) = sin ze sin (4—D), 
XU. sintCecos3(e+b) = cos$c cos} (4-+B). 
Auf die vorstehenden Formeln ist bekanntlich aufßser Gaufs auch noch 
tlollweide*) und Delambre**) gekommen. Delampbre leitet dieso 


Kormeln wie es scheint auf einem Umwege aus den Nepperschen An: 
Aufser dem schon erwähnten Sniadeckischen und Puis 


! 


i 


logien ab. 


santschen Beweise, führt auch noch Servoir einen ***), der aber, 
wenn man von den in diesem Aufsatze hier angewandten Verwandlungslor- 
meln Gebrauch macht, noch etwas eleganter ausfallen möchte. Dalfs übr: 
sens die Gaulsischen Formeln sich noch auf verschiedene andere Ar 
ten entwickelu lassen, darf nicht erst erwähnt werden. 


| 





“) Monatliche CGorvespondenz von Zach, XVII. Band, Seite 394. ff. 


! 
ur) Connoissance des tems. 1809. pag. 45. 
**#) Annales de Mathdmatiques, par Gergonne., 


Jom, II. pag. Sb. 





4. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


9, 
Potenzial- oder cyklisch-hyperbolische Functionen. 


Von Hın. Prof. Gudermann zu Cleve.) 


Fortsetzung der Abhandlung No.1., 14. und 28. im vorigen Bande. ) 





I. 


Tabelle der Längezahlen (mit sieben Decimalziffern) aller 
Kreisbogen für den Radius =ı von Minute zu Minute nach 
beiden Kreis-Eintheilungen, behufs der Zurückführung der 
hyperbolischen Functionen auf die cyklischen und 
umgekehrt. 





N.E. 
0° 


Gr. M, 
0,00 


0,01 
02 
03 
04 
05 

0,06 
07 
08 
09 
10 


0,11 
12 
13 
14 


15 


0,16 
17 
18 
19 
20 


0,21 


23 
24 
25 
0,26 
nl 
28 


0,41 
42 
43 
44 
45 


0,46 
47 
48 
49 
50 


Q T- 


0,000 0000 


0,000 1571 
00 3142 
00 47172 
00 6283 


00 7554 


0,000 9525 
0 
01 2566 
01 4137 
01 5708 


_— 


0096 


7279 


Ss50 


0.1 
01 
02 
02 
02 


0420 
1091 
3562 
5135 
6704 
2 8274 
0545 
1416 


0,002 
02 


0,003 2087 
03 4558 
03 6128 
03 7699 


03 9270 


0,004 0841 
04 2412 
04 3082 
04 5553 
04 7124 


0,004 8695 
05 0266 
05 1837 
05 3407 
05 4978 


0,005 6549 
05 8120 
05 WO 
v6 1261 
06 2832 


0,006 4403 
06 5074 
06 7545 
06 9116 
07 0656 


LA 


0,007 2254 
07 3828 
07 5309 
07 6970 
07 8541 


15 
15 
15 
15 


15 
15 
15 
15 
15 
15 
15 


15 


15 
15 
15 
15 


70 


71 
71 
70 
71 
71 


71 
71 
71 
71 
71 


7ı 
7ı 
70 
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Gr, M. 


00) 


00 


O0 


00 


u 


00 


00 


55 


00 


00 


03 
03 
04 
04 
05 


(K 
0, 
07 
0S 
(S 
00 
9 
10 
10 


11 
11 
12 
12 
15 


14 
14 
15 


16 


16 


19 
19 
2 
21 


21 


19 
5] 


56 


98 


a: 


06 


21 
54 
26 
58 
31 

03 


50 


ze 


»n 


- 


VÖ 


a 


12 


0 


05 4 


4) 
13 
45 
15 


en 


18 
iD 


» 


en 
—ı 


u 
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10. 


Rapport sur un ouvrage manuscrit de Mr. Ostrograski, 
intitule „Cours de mecanique celeste.” *) 





INSTITUT DE FRANCE. 
Academie royale des Sciences. 
Le secr&taire perpetuel de l’Academie pour les sciences math@matiques certifie que ce 


qui suit esi extrait du proces verbal de la scance du Lundi 25. Octobre 1830. 


M.. Ostrograski, de PAcademie de St. Petersbourg, a fait en 
cette ville, il y a pres d’un an, um cours de mecanique ecleste, dont les 
douze premieres lecons redigces par Vauteur, ont et@ presentees par lu ä 
notre Academie. C'est de cet ouyrage manuscrit que nous avons te char- 
ges de rendre compte. 

Le point de depart de lauteur est Tequation generale du mouve- 
ment d’un syst&me de corps qui resulte du principe deD’Alembert com- 
bin@ avec celui des vitesses virtuelles. Quoique D’Alembert eut donnd 
le prineipe de dynamique qui porte son nom, pour reduire tous les pro- 
blömes de mouvement a de simples questions de statique, cependant on 
ne pensa par tout de suite a le combiner avec le prineipe general de Te- 
quilibre qui etait connu depuis long-temps sous la designation de prineipe 
des vitesses virtuelles, et ce fut LaGrange qui imagina cette combinaison, 
vingt ans apres la publication de la Dynamique de D’Alembert; ce qui 
le conduisit a ume formule generale dont il a fait depuis la base de sa 
mecanique analytique. Cette formule renferme, comme on sait, les varıa- 
tions des coordonnees de tous les points du systöäme, compatibles avec les 
conditions qui lient ce points entre eux. Mr. Ostrograski applique ces 
variations aux constantes arbitraires que les integrales des equations difle- 
rentielles du mouvement renfermeront dans chaque cas, et dont les coor- 





*) Le journal donne ıcı le r rapport fait a linstitut de France sur un ouy rage ve- 
ritablement digne de l’ attention senerale. L’auteur de cet ouvrage, Mr. Östrograsky, 
a bien voulu faire esperer a lediteur du journal qu’un extrait de l’ouvrage, ou l’ou- 
vrage möme, lui sera communique. Dans ce cas le journal le presentera ü ses lecteurs. 

Note de l’Editeur. 
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donndes des mobiles sont des fonetions implieites. Cette idde digne de 
remarque appartient a Vauteur. Il en deduit immediatement la proprietc 
connue, d’apres laquelle une certaine combinaison des coordonnedes et des 
vitesses de tous les points du systeme, differentides par rapport aux con- 
stantes arbitraires (1.), est une quantite independante du tems, toutes les fois 
que la somme des forces qui agissent sur ces points, multiplices chacune 
par l’element de sa direction, forme une differentielle exacte. Tl en d£- 
duit aussi les prineipes des forces vives, du centre de gravit@ et des aires, 
en considerant specialement la constante arbitraire qui est ajoutde au tems, 
lorsque les forces et les conditions du systeme ne dependent pas de cette 
variable, et les constantes arbitraires, relatives a lorigine des coordonndes 
et ü leurs directions, dans les cas d’un systeme entierement libre ou seu- 
lement libre de tourner autour de cette origine. L’auteur suppose ensuite 
que de nouvelles forces qui n’ont pas besoin de satisfaire, comme les pre- 
c@dentes, ä la condition d’integrabilite, sont ajoutces a celles-ci. Suivant 
le prineipe fondamental de la variation des constantes arbitraires, ces for- 


ces perturbatrices font varıer les constantes contenues dans les integrales 


relatives aux forces primitives, de maniere toutefois «que les expressions 
des coordonndes et de leurs differentielles premieres ne soient pas chan- 
gces. Ciest de ce prineipe et des @quations differentielles du mouvement 
dans lesquelles on a introduit les jorces perturbafrices, que l’on conclut 
les diflerentielles de ces constantes. L’auteur fait connaitre le systeme 
d’equations lindaires que LaGrange a donnees de cette manicre et qui ne 
laissent dans chaque probleme partieulier que des @liminations & ellectuer. 

Ges theories gencrales sont exposces avec clart@ dans les cinq pre- 
mieres lecons de Mr. Ostrograski. Il en fait ensuite l’application spe- 
ciale au mouvement elliptique d’une planete autour du soleil, troublde par 
laction d’une ou plusieurs autres planetes. Il obtient ainsi les diffÖrentiel- 
les des six @lömens elliptiques, savoir, le grand axe, Texcentricite, la lon- 
eitude du perihclie, celle de la planöte a une epoque determinde, Tincli- 
naison de lorbite et Ja longitude du noeud ascendant, a quoi Von doit 
ajouter le moyen mouvement qui se deduit du grand axe par la 3° loi de 
Kepler. Ces diflerentielles sont exprimees comme on sait, au moyen 


des dillerences partielles de la fonction provenant des forces perturbatri- 





(f.) Nouveaux m£&moires de notre acad«mie, page 9. du 1° volume. 
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ces, lesquelles differences sont prises par rapport aux dlemens elliptiques, 
et multipliees par des coöffieients qui ne renferment pas le temps explici- 
tement non plus que les longitudes de Tepoque et du perih@lie. Cette 
forme est la plus simple dont les differentieiles des “l@mens_ elliptiques 
soient susceptibles; mais les g@ometres n’y sont parvenus qu’apres soixante 
annces de travaux remarquables par la variet@ des methodes qu'ils ont 
imagindes pour vainere les diffieultes que presentait le calcul des pertur- 
bations planctaires, et parmi lesquelles il faut compter, surtout, Vappari- 
tion du tems, dans ces formules, en dehors des signes periodiques; eircon- 
stance qui les aurait rendues fautives, au bout d’un tems considrable, et 
gui aurait öte Fespoir de former jamais, d’apres la theorie, des tables des 
planctes applicables aux siceles passees et futurs. On doit fixer l’origine 
de ces eiforts de Vesprit humain, au m@emoire d’Euler sur les perturba- 
tions de Saturne et Jupiter, qui remporta le prix de notre ancienne Aca- 
demie pour lannde 1748 et ou Von trouve les diff@rentielles de Tinclinai- 
son et de la longitude du noeud, conclues de la consideration que le plan 
de lorbite mobile est tangent a chaque instant ü la trajectoire de la pla- 
note; ce qui est, en eilet, le principe de la variation des constantes arbi- 
traires. La theorie de cette variation appliqude aux dlömens_ elliptiques 
des planetes et des satellites, s’est ensuite perlectionnde successivement 
jusen’a Vannde 18085, ou La Grange et Laplace ont prösente A une 
möme scance du Bureau des Longitudes, leurs formules eitces plus haut 
que Fon peut regarder comme definitives. La Grange les a deduites d’au- 
tres formules trös elegantes quiil ne donna d’abord que pour le mouve- 
ment d’un point attird vers un centre fixe, suivant une loi queleonque et 
quil etendit peu de temps apres au mouvement de tous les systömes de 
corps. Quant A Laplace, il avait deja presentÖ sous la forme dont il 
s’avit les diff@rentielles de Tinclinaison et de la longitude du noeud; on 
trouyait aussi dans sa mecanique ccleste, une relation, sous la m&me forme, 
entre les diff£rentielles de lexcentricite et de la longitude du perihelie, et 
un de nous venait d’en obtenir une semblable entre les dill@rentielles 
du perihelie et de l'element qu’on appelle Ja longitude de V’epoque. En 
joignant ces quatre formules a lexpression de la dillerentielle du grand 
axe, comme depuis longtemps et due a La Grange, et observant que la 
diff@rentielle de la fonetion provenant des forces perturbatrices prise par 


. fur ö ’ . . Ps; x (4 f » 2 
ranport aux six Clömens elliptiques est egale a zero, Lanlace a forınd 
13 * 
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six quations dont il a tir& des formules qui coincident avec celles que 
La Grange obtenait en m&me tems par un moyen si different (1.). 
L’usage principal de ces formules est leur application immediate 
au calcul des perturbations des cometes, qui se determinent par les qua- 
dratures pour chaque intervalle de tems compris entre deux retours 
conseeutils; elles fournissent sans diffieult@e, les equations diff@rentielles 
d’ou dependent les indgalites sCeulaires, soit des excentricites et des peri- 
helies des planetes, soit des inelinaisons et des noeuds de leurs orbites. 
Les lecons dont nous rendons compte se terminent äa la formation de 
ces Equations et ü leur integration par les methodes connues que Tauteur 
expose avec tous les developpemens convenables. Relativement aux in- 
egalites periodiques, il s’est borne, dans cette partie de son cours, a faire 
connaitre le moyen que lun de nos commissaires avait deja indique (2.), 
et d’apres lequel on peut caleuler, par une double quadrature, le coef- 
ficient de chaque inegalit@ dont largument est determine. Ce moyen se 
presente naturellement a Vesprit, et tout le merite appartiendra a celui qui 
en fera Tapplication et qui executera les penibles caleuls qu'il suppose. 
Il parait que Mr. Hansen, savant astronome de&otha, se propose d’en 
faire usage dans sa theorie des perturbations, dont les N” 166., 167., 168. 
du journal de Mr. Schumacher renferment les principes et les formu- 
les analytiques. Mr. Hansen presente sa methode fondde sur le moyen 
de calcul dont nous parlons, comme propre üa exprimer en series sulli- 
samıment convergentes les perturbations des planetes, quelles que soient 
les excentricit@s et les inclinaisons, et comme applicable par consequent 
aux petites planctes d&eeouvertes dans le 19° sieele, et meme aux comc- 
tes, lorsque leurs dlemens elliptiques a une dpoque determince ont etc 
ixes par lobservation. Ils en suivrait done qu'en regardant comme in- 
sensible, la resistance de l’Ether, ou bien en la supposant determinde par 





(1.) Les trois Equations differentielles secondes du ınouvement d’une planete se 
trouvent ainsi transforınces en six Equations differentielles du 1°” ordre, ce qui n’en 
rend pas l’integration plus facile. Si la fonction perturbatrice est egale A une con- 
stante donnece, divisde par le rayon vecteur de la plane te troubl&ee, ce sy steme de six 
equations queique tres compliqut, deyra pouvoir s’inlegrer completement; car alors 
le mouvement troubl£ sera encore un mouvement elliptique; et les elemens prumitifs 
s 'exprimeront par conse °quent sous forme finie en fonctions du temps el des nouveaux 
eleinens qui seront les constantes arbitraires de cette integration, 


(2.) Tage 50. du volume cit@ plus haut. 
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une assez longue suite d’observations pour chaque comete, on pourrait 
former des tables du mouvement de ces astres, comprenant leurs revolu- 
tions successives, passees et futures; resultat qui changerait totalement 
leur theorie, en lassimilant ä celle des planetes et de satellites, et qui 
serait surtout d’une grande utilitE a Tegard des deux cometes A courte 
p@riode, nouvellement observees. 

La lecture attentive que nous avons faite des lecons de Mr. Ostro- 
graski, nous a prouve que cet habile professeur s’est rendu propres par 


J 4 4 » 
generales dont la mecanique 


® 


de profondes @tudes, les methodes les plus 
celeste s’est enrichie dans ces derniers tems et dont il a lui m@me sim- 
plii@e lexposition. Nous lu devrons de la reconnaissance pour avoir com- 
munique ü ses eompatriotes les lumieres quil a puisces dans les ouvrages 
des savans francais, et les amis des sciences verront avec plaisir quil ait 
trouv@ dans son pays quelques auditeurs assez instruits pour dtudier, sous 
sa direction, des matieres aussi elevees et d’un acces aussi difhicile. 

Nous pensons que louvrage de Mr. Ostrograski est digne des 
eloges et de lapprobation de lacaddmie. 

Signe Arago, Poisson, Rapporteur. 

L’academie adopte les conckusions de ce Rapport. 
Certifi@ conforme: 
Le secr&laire perptuel pour les sciences math@ematiques 


F. Arago. 
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11. 


Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 





Von Herrn Dr. Magnus zu Berlin. ) 
Aufgaben. 
i. Fi sind drei Kreisiinien X, 4,X,, deren Mittelpuncte C,0,C, sind, in 
einer Ebene gegeben. Es sollen auf jeder dieser Kreislinien drei Puncte 
a,b,6,, @,b,c, und a,2,c, angegeben werden, so dafs: 
lstens die Radien C,«,, C,a,, C,c, oder ihre Verlängerungen sich in 
dem Schwerpuncte des Dreiecks @, @,a, schneiden, 
2tens die Radien C,d,, C,b,, C,Db, oder ihre V erlängerungen durch den 
Mittelpunet des in 6, 6,b, eingeschriebenen Kreises gehen, und 
3tens die Radien €, c,, C,e,, C;e, auf e,c,, €,c,, €, c, respective senk- 
recht seien. 

2. Es sind vier Kugelllächen 5, 5, 5, 5, gegeben, deren Mittelpuncte 
C,C,C,C, heilsen. Es sollen auf einer jeden dieser Flichen drei Puncte 
a,b,C,5 Q,b,C;, Q;b,c;, @,b,c, bestimmt werden, so dafs: 

Istens die Radien C,a,, C,a,, C,a,, C,a, oder ihre Verlängerungen 
sich in dem Schwerpuncte des Tetraöders «a, a,@,a, schneiden, 

2tens die Radien C,2,, C,b,, C,b,, C,b, oder ihre Verlängerungen 
durch den Mittelpunet der in 5, 2,5, b, eingeschriebenen Kugel gehen, und 

3tens die Radien €, e,, C,c,, C,c,, C,e, auf den Ebenen c,c;c;, e,6,€ 


ı >49 


C, C5Cy4s 6, CC, respective senkrecht seien. 


( Auct. me 5 3.D. Hill, Lond. Goih, 


Theoremata demonstranda. 
= Integrale definitum 


BE. 1 AN RT - ; i za ti.n 
du(@ + Naxcosu+t a’) cos(ru—nd) = re Te 
/ı 2 £ Nr 
pro 7 = numero quocunque integro positivo valet, exsistente x > «, 
asınu a‘ i 
tangd = engere ’a=]1(1-+e) apud celeb. Legendre. 
C=Zacos 


Goroll. Sumto x= «a, obtinetur integrale a celeb. Gauchy jam 


(in Ferussac, Bulletin des sciences mathematiques 1825, No. 250. ) 
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propositum im L B T’n 
/.d2(c0s z) cCospz = 
0 





® art "Tır,. 1” (n—r)° 


4. Aeruatio UPS. 


(1— ce) d’y EEE Nonnen =dy + TsY = 0 


1 En 3 c? v r . . u . » 
— df—F=0 simillima, integrari potest. 


C 


ellipticae (1—e) d’F+ 


3. Data resolutione (particulari) alterius utrius harum aequationum. 


ubi p data est ipsius x functio, et dy = 2: 
.. dx 
2) dr r—1+pr= 
dc nn 
2) Fa P)7 —)+4+7) = 


y„) dvv+2.!’er+ryVYVv®—)= 


0) dy u „ dy 
e) d2 = 43 pV (de) — #2), 


dp du 
C) d’u zu ei +pu-+ Ip) (ir), 


% p 
reliquae omnes etiam resolvuntur., 





y= 0, 


6. Aeuuationes reductae, quarım ope aequatio Iineariter dilferen- 
tialis solvitur, nonnisi hujus ipsius aequationis solutionem specialem postu- 
lant. Sie ex. or. tum aequatio 


d’y +pY == 0 
Ost &pdzs + 2dyp.s=(, 


tum sua Ipsius redueta 


ut complete solvantur, nonnisi solutionem prioris specialem (y,) requirunt. 

7.  Generatim aeruationes lineariter differentiales, unica ordinis unius 
cujusque solutione particulari concessa, complete resolvuntur. 

8. Data quadam aequatione Iineariter differentiali, aliae etiam eJus- 
dem ordinis, et quidem tot, auot ordo hie indicat, inveniuntur, quae vin- 
culo quam maxime necessario cum ipsa et invicem conjunguntur (ex. or. 
in secundo ordine functionis ellipticae E et 7). OQuarum quidem aliqua 
data, reliquarum coefficientes determinantur ope aequationum, quae gene- 
ratım ordinis sunt proxime inferioris. 

9. Ommnis formula differentialis huyusmodi Rdx logR’ logR”, exi- 
stentibus AR, A’, R’ rationalibus, integrari potest ope functionum elemen- 


tarium realium, quarum nulli argumentorum numerus triadem superat. 
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n7 


- 7 8 . u 
10. / xdxlog(sin«)” = n’”° iog?, exsistente +72 numero inte- 


° 107 


vo, a3, l4l5I ren = integr. defin. intra limites 0 et nr. 
Problemata resolvenda, 

11. Disquwritur, num integrale definitum in Th. I. exhibitum pro 
uocungue Ipsius 7 valore immutatum valeat. 

12. Indolem funetionis, datae aequationi lineariter differentiali par- 
tieulariter satisiacientis, perserutandi modum exhibere, ipsamque functio- 
nem quotis ex Jam notis componitur, determinare. 

13. Functiones elementares in theor. 7. memoratas, accuratius definire. 

14. Ex aequationibus linearibus, quae oriuntur ex 40,,= 0, —Cyr, 


ponendo r=1,2,3....14; ex 0, = c,— Cy_r + Carr, ponendo 
r—=1,2,3....9;5 atque ex 420, = 0, — Cl 2} Ciapr — Car} Carr ; ponendo 


"—=1,2,3...9, quantitatum c tot, quot fieri potest, per reliquas definire. 


15. Valores quantitatum 5b et & reales numeris ad decem saltem 
locos decimales approximate, exhibere, quae his aequationibus satisfaciunt: 





sinz. cosb — % sin Ia.cos?5 + Zsin3a2.cos3b —.,...=0O et 
cos&.sinb — 7 cos?22.sn 2b + %cos3a. sın3b —....=(, 


—_ 


existentibus sinx et cosx sinu et cosinu trigonometrico, atıue sinx et cosx 
sinu et cosinu hyperbolico, seu Icosc — e+e”, IYsine = e— ec", 
e= basi naturalı. 

16, Data funetione f, invenire funcetionem ® ex aequatione 


ale) = pr. . 





(Von Herrn Dr. Stern zu Göltingen. , 
17. Theoreme. Si p est un nombre premier de la forme 
6nt-1=a 4270’, on aura toujours 

n+t)(2--2)....2a=—(In+1)(Ia+2)....32 (mod.p). 
Parex. ip=3l=6Js5+1=N?"+9.1°, 6.7.8910 + 11.12.13.14.15 
est divisible par 31. 

18. Probleme. On sait que la somme des termes appartenants ü la 
p“riode d’un nombre premier p est toujours = mp (voy. Gaufs disq. arıthm. 
art. 79.). Sile nombre de ces termes est pair, —=/, on trouvera aiscment 
le nombre 77, car dans ce cas on a nm—=}/f. On demande la valeur du nom- 
bre zz, au cas ou le nombre des termes est impaiır, 


EEE EAST RL TS Fr 








Druckfehler. Seite 33. Zeile&, v. o, ist statt Taf. 11. Fig. 1. za lesen Taf. I. Fig. 6. 
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12. 
Eine neue Art, die Zeit und die Polhöhe zu bestimmen. 


(Von Herrn Th. Clausen zu München. ) 





1. Es kann der Fall eintreten, dafs man blofs mit einem Azimuthaltheo- 
doliten versehen, die Zeit und die Polhöhe an einem Orte zu bestimmen 
wünscht, wozu, wie man leicht sieht, die Azimuthaldifferenzen zwischen 
dreien Sternen und einem beliebigen Puncte, zur gegebenen Zeit gemes- 
sen, hinreichen. Abgesehen von dem Nutzen, den die Auflösung dieser 
Aufgabe in practischer Hinsicht hat, gewährt sie auch ein besonderes theo- 
retisches Interesse, aus welchem Grunde ich sie vorzüglich unternom- 
men habe. 

Durch einige sehr leichte und oft angestellte Betrachtungen redueirt 
sich das eben genannte Problem darauf: Wenn auf der Sphäre drei 
Punete 4, B,C (Tal. I. Fig. 1) gegeben sind, einen vierten Punct 
D zu finden, an dem die Winkel 4DB=e und ADC=#° sind. 


Es sei: 


AB=]; BAD=a-+2; cotang? = d; 
AU == /P’; CAD = a—£; cotang "= d'; 
AD=y; cotangs = e; 

eotange' — e'; 


so hat man: 
e sin(a+&) + cos(@+&) cosy —d siny = 0, 
e'sin(@a—£) + cos(@— £&) cosy — d’siny 
woraus man leicht folgert: 
[(d—d’)cosa cos&+(d+d”)sina sin&]eosy =(ed’—e’d)sina cos£+(ed’+te’d)cosa sing, 
|(2—d’)cosa cos£+(d+d’)sina sin£]cosy —1(e—e') sin 2a +4(ete') sin? 


nn 
u 


Die Summe der Quadrate dieser beiden Gleichungen giebt, wenn man setzt: 
(d—d’)cosa = g00sG; (ed’—e’d)sina = g sinG; 
(d+d')sna = hsinH; (ed’+e’d)cosa = hcosH; 

0 = hhcos? H sn + 2ghsin(G— H) sin cos — gg c0s?G cos? 
+3(e—e')’ sn2@+ 5 (e — e”) sin2a sin?22 + %(e+e’)' sin???. 


Macht man ferner: 


Crelle’s Journal d. M. VII. Bd. 2. Ilft. 14 
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3 I \ . 
= Lee), 
D=—;hhcos?H —4gg c0s2G; 
’ . Y 2 . 
F= 3ghsin(G—H)-+3(e—e)sin2e, 


so verwandelt sich die Gleichung in folgende: 
0= 4+Csin?d’+2Deos?E + 2Fsin?}. 
Dieser gebe ich folgende Form: 
< 0) 2 y vr ® 
A+x— xcos?°+(C—x)sin?d’+2Dcos22+2Fsin?2}, 


und bestimmen x so, dals 
D 


2 
(.) 0= —x (cos Babe); + (C—r) (sin 2: — - 4); s 
subtrahirt man die beiden Gleichungen , so findet man: 
DD FF 
=Äd +x or ir" nn) 


x 





vn () +A— Or + (DDLEF—A0)e—CDD = 0. 

Damit die Gleichung («.) möglich sei, mufs der Werth von x zwi- 
schen O und € liegen. Sie hat wirklich innerhalb dieser Grenzen wenig- 
stens eine Wurzel, da der Werth der Gleichung (2.), wen 2=0, —CDD 
oder negativ ist, weil C positiv; wenn e=(, -+C/F oder positiv ist. 


Nachdem x bekannt ist, hat man sogleich aus der Gleichung (r.): 





F 
(C —x) sın?E — = 
v( x) )E—yYx.cos? tat 0, 
/x 
oder, wenn man 7 = cos P setzt, 
D F 





ne) N) — 27,0 
tf+A en te 


Die Bestimmung der übrigen Stücke des Vierecks {BUD hat nun 
keine weitere Schwierigkeit, so wenig als die Bestimmung der Lage des 
Punetes D gegen jeden andern Punet auf der Sphäre, dessen Lage gegen 
4, B und C bekannt ist; ich füge sie daher nicht bei, um Weitläufig- 
keit zu vermeiden. 

2. Eine andere Aufgabe entsteht, wenn die Polhöhe eines Ortes 
oegeben ist, und man sucht an der gegebenen Azimuthaldifferenz zweier 
Sterne die Zeit. Diese reduecirt sich auf die vorige, mit dem Unterschiede, 
dafs statt des Winkels «° die Seite CD= n gegeben ist. In diesem Falle 
hat man folgende Gleichungen: 

eotange sin(a+£) + cos(a+&)cosy — cotang? siny =), 


} a, RR. IP8. 
cos 7) — cos/’ cosy — 008 (a—;)sind’sny = (0, 
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woraus man leicht folgert: 
[eotang ? cos!’ +3 sin !’cos?@ + zsin /‘cos2&]cosy 
— cotang? c0s7 — 3 cotange sin!’ sin?@ + 3 cotange sin!’ sin TE, 
[eotang/ cos + 3 sin!’ cos?2@ + 3 sin "cos ?2|siny 
= (cotange cos!’ sina -+ 60870084) 00sE + (cotange cos!’ cos a — cosysina)sin?. 
Die Summe der Quadrate dieser beiden Gleichungen giebt, wenn man setzt: 
cotange cosl!’== gcosG; cotang? cos!’+ sin!’ cos2a —= hsinH; 
cos Hy —= „sinG; cotangl cosn — 3 cotang e sin!’sin?a = hcosH, 
0= hheos? TH —h cosH etg e sin!’ sin C++ Zetg € sin 2” sin?&°— A sin H sin /cos?} 
— sin! cos!’+ggsin(G+a)’cos®’+2gg5in!(G+a)sitli+tggeos(C +a)’sin?®: 
und wenn man 
A=hhcos?H + 322 —4sn!”, 





we; sin Pr 
4 sine? 
2D — hsin [sn !"— 3 g2cosI(G-+.a), 


2F—= —hcosH ocotange sin’ + gg sin?(G-+ a) 
setzt, so verwandelt sich die Gleichung in folgende: 
0 —= A+Csn?d’+2Decos2E+ 28 sin?E 


völlig wie oben. 


München, den 6. October 1822. 





Druckfehler. Im 6. Baude 3. Hefte S. 293. Z. 8. und 11. v. o. lese man /f statı H. 


14 * 
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15. 


Uber die Formirung der Bedingungs-Gleichungen zur 


Verbesserung einer Planeten- oder Cometenbahn. 
(Von Herrn Th. Clausen zu München. ) 





1. Es sei die geocentrische Länge, Breite und Entfernung des Himmels- 
körpers /, b und A; verändert man nun seinen Ort um ein Weniges im 
Raume in irgend einer Richtung, so ist diese Veränderung allgemein durch 
die Projectionen derselben auf drei auf einander senkrecht stehende Axen 
bestimmt. Es sei die eine dieser Axen A, oder die Richtung derselben 
in Länge und Breite ausgedrückt /, 5; die zweite senkrecht darauf in der 
Richtung /-+90° und 0; die dritte demnach in der Richtung 2+ 180° und 
90— b. Diese drei Puncte seien auf der Sphäre (£), (v), (€) (Taf. Il. 
Fig. 2. und 3.). Die Projectionen selbst sind aber, wenn 0A, 02, 8b die 
Veränderungen in Entfernung, Länge und Breite sind, 9A, A cosd 87, Adb. 

Es sei nun in der Ebene der Bahn die Anomalie des Körpers ® 
und der Radius vector r, der Winkel zwischen Perihel und Knoten ». 
Man kann nun jede Veränderung des Ortes in der Fläche der Bahn durch 
die Projectionen derselben auf zwei aufeinander senkrechte Axen bestim- 
men; die eine dieser Axen sei demnach r und die andere der zu der 
Anomalie @+ 90’ gehörende Radius vector. Die Projectionen sind dem- 
nach dr und r&(@+%) (Co bedeutet bier die Veränderung der Lage 
der grofsen Axe im Raume, und nicht die Entfernung vom Kuoten), und 
ihre Richtungen (x), (y). Die Veränderung in der auf der Ebene senk- 
rechten Richtung nach dem Pole der Ebene (z) gerichtet, entsteht blofs 
durch eine Veränderung in der Lage der Bahn. Es drehe sich diese also 
um den kleinen Winkel ©z um die Knotenlinie @, in welchem Puncte die 
Anomalie ® sein mag, so ist die daraus entstehende Änderung des Kör- 
pers im Raume, wie leicht zu sehen ist: 

rsin(9—P)6z7 oder rsin®cos® d!—rcosP sn®oi, 
Nun ist bekanntlich die senkrechte Projection irgend einer Linie im 





Raume auf irgend eine Axe, gleich der Summe der drei senkrechten Pro- 
jectionen dieser Linie auf drei willkürliche senkrechte Axen auf dieselbe 
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Axe projicirt. Man hat also: 
1. Acosbdl= drcos(n)(x) + rd (P+)eos(n)(y)+ rsin(®—P) 0 rcos(n)(z), 
Adb  =drcos(Ülx) +ro(P+a)cos(ö)(y)+ rsin(P—P) d7cos(l)(z). 

2. Um nun diese Grölsen durch die Elemente der Bahn auszu- 
drücken, seien 2 und z die Länge des aufsteigenden Knotens um die Nei- 
gung der Bahn. Zieht man nun von (7) nach (z) einen gröfsten Kreis 4, 
der die Ebene der Bahn in dem Puncte (v) schneidet, und setzt man 
2(v)=N, so hat man in dem rechtwinkligen sphärischen Dreiecke die 
beiden Catheten M — 90° und NV, und die Hypothenuse 90+/—Q, und 
den der Seite M—-90° gegenüberstehenden Winkel z. Es finden also tol- 
sende Gleichungen Statt: 

sin M cos V = sin (I —]), 
2. sin M sin V = cos(l —]) cosz, 


cos M = — cos (ld —))sinz. 
Es ist aber, wie sehr leicht zu sehen ist, wenn man ®+» =u setzt: 
cos(n)(x) = sinHM cos(u— N), 


3 cos(n)(y) = —sinM sin (u— N), 
cos(n)(z2) = cosM. 

Fällt man nun eben so vom Puncte (£) (Fig. 3.) einen senkrechten Bogen 
auf die Ebene der Bahn, die sie in der Entfernung /V’ vom Knoten schnei- 
det, und verlängert ihn zurück nach (z), verbindet man darauf durch 
einen Bogen den Pel der Ecliptik (Z) und (z), und fällt von jenem auf 
die Ebene der Ecliptik durch den Punct (2) einen Breitenkreis, und setzt 
Oa)=M, so entsteht ein sphärisches Dreieck, dessen drei Seiten M, b, : 
und die resp. gegenüberstehenden Winkel — 02 — 90°, I0’—N und 90’— 7 
sind, wo der Winkel 7 ferner nicht gebraucht wird. Man hat also nach 
den Gaufsischen Relationen: 


sin z M’ sin 4 (7 — N‘) 





cos [# 2 — 2) — 45] sin 3 (b— 2), 
4. sin z M’cos1(Y—. N’) sin [3 2 — 0)— 45] sinz (+), 
cosz M’sn3 (7 +‘) sin [# 2 — O2) —45°’]cos3 (+), 
c0o8z M’cos3; (/+N) = c0s[} 1 —Q)—45°] cos4(b—i), 

und es ist eben so, wie bei (3.): 


cos(l)(xX) = sin’ cos(u— N‘), 
5. c08 (2) (y) — —sın M' sin (u— N’), 
cos(l)(z2) = cosM', 


Man hat also endlich: 
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/ (2 - POOEEN 


sin 2] cos(u— N), 





DL a. 


cosb. En) 
7 urn 7 sn M sin (u— N), 


(m b. =) 
cos® Oi 
& cosb. —.) 


r u 
= 7 008 M sin ®, 


r 
— x 008 M cos®, 











6. sin®$oi 
(2) = 7 sin M’ cos(u— N"), 
(rn) — —( sin M’ sin (u— N’), 
(= == yR cos M’ sin ®, 
\ (I) en A cos M’ cos D. 


Die beiden Gröfsen cos® 07 und sin® di sind als zwei von einander un- 
abhängige Differentiale zu betrachten. Hat man nun 05, di und ® be- 
stimmt, so erhält man die Correctionen der die Lage der Bahn bestim- 
menden Elemente folgendermalsen. Es sei oII die Correction der Entfer- 
nung des Perihels vom Knoten =c5-40o‘, dals also 0»’ der von der 
kleinen Prehung der Ebene um eine in derselben liegenden Linie herrüh- 
rende Theil ist; E02 die Correction der Länge des Knotens, und 6J die 
Correetion der Neigung der Bahn gegen die Ecliptik, so hat man in dem 
kleinem sphärischen Dreiecke, dessen Seiten eQ, a+P und s+D-+ö» 
sind, die resp. gegenüberstehenden Winkel d7, 10—i?—0J, i, also: 


ou = — sin(» 4-P) cotang cz, 
f » 
\ eDl= == °+®) ol, 
y/ sını 
4 oJ = c0s(s 4 V)c1, 
ol = ea — sin(#-FP) cotanzgıicz, 


3. Wenn statt der Längen und Breiten oder geraden Aufsteigungen 
und Deeclinationen des Himmelskörpers seine Entfernung von einem Sterne 
gemessen ist, so erhält man die Dilferential- Gleichungen dieser Entlernung 
auf folgende Weise. Zieht man von dem Orte des Sterns auf der Himmels- 
sphäre (Fig. 4.) einen gröfsten Kreisbogen D bis zum Orte des Cometen, 


und verlingert ihn um 90° bis (v), so hat man, wie leicht zu sehen ist, 
A&8 D=drcos(v)(a) +r&ö(P+5)cos(v)(y)+ rsin(P—P) ed Teos(v) (2); 
es müssen also blols die drei Cosinusse gefunden werden. Zu dem Ende 
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beschreibe man um den Ort des Gometen als Pol einen grölsten Kreis, dessen 
Durchschnittslinie mit der Eeliptik in der Länge 90’+7, und dessen Neigung 
90’+ bist. Ist nun die Länge und Breite des Sterns 7’, 5‘, und die Entfernung 
des Punctes (v) von dem Knoten dieses grölsten Kreises auf der Eeliptik E, 
hat man in dem sphärischen Dreiecke, dessen drei Seiten D, 90’— b/, 90’—b 
sind, die gegenüberstehenden Winkel 7—/7', 90’+E und 90’— F, wo F fer- 
ner nicht gebraucht wird, also nach den Gauffsischen Relationen: 
Be ıD sn} (F+E£) cos3 /—/”) sm4(b—D), 
u. sin 3D cos; (FE) sinz ((—!') cos} (b+b'), 
j ine snz ((—E) snz d—/!‘) sint4(b+b), 
‚c0s$D cos; ’— £) cos 4 (1 —!') eos} (b—b'). 
Setzt man nun die Entfernung des Durchschnittes des ebengenannten grölste 


| 


% 


Kreises mit der Ebene der Bahn vom aufsteigenden Kaoten derselben 4, div 
Neigung X, die Entfernung der beiden Durchschnitte mit der Ebene der Bahn 
und mit der Ecliptik BD, so hat man abermals die drei Seiten eines sphäri- 
schen Dreiecks 90 +2—0, 4, B, und die gegenüberstehenden Winkel #, 
90+Ö, z, folglich: 
sin Zk sin$(4+D) sin [45° +4 A cos [45° +4(b —ı)], 
8 sin $ 2 cos (4-+-B) cos [45’ +4 5’ +:0 +], 
cos+ ! sin4 (4 —b) sin [#5’ +47 — D)]sin[45"’+2(b—i)|, 
‚costiücos3(A—D) = cos}45" d—Q2] sin)’ +4 +2]. 
Es sei nun analog mit den Formeln (2. und 5.) das von (v) auf‘ die Ebene 


der Bahn gefüllte Perpendikel 90’— HM”, und die Entiernung des Fufspunetes 





ws SS 


desselben vom aufsteigenden Knoten /Y“, so hat iınan 
| sin M’'cos(Y"— 4) = cos(E—B), 
10. sin M’ sin (V’— 4) sin (E— BD) cost, 
cos M’ sin (Z—D) sink, 
cos(v) (x) sin DM’ cos (u— N”), 
11. cos(v)(y) — sin MH’ sin (u— NV’), 


IN 


und 


| 








cos(v) (=) cos M’', 
also endlich: 
® D 1 . n D ü N n 
(S- — 7 sin N" cos (u—N'’) . te ) =. — 2 sın M" sn(u—N\ m. 
or to, A 
12. Br 
oD ) 5 IP ( oD ) r 
— — c0sM’’sın a m ae N 
(er di 2 P, sin® di ZA 008 N cos® 


München, den 28. October 1830. 
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14. 
Uber den Werth der Reihen 
1" — 2" + 3” — 4° 45” — etc. in infin. und 
1" — 3” + 5” — etc. in infin. 


( Von Herrn Th. Clausen zu München. ) 





"+ 7 "+ 2— etc. 
—2I’+3 7° —4"!+5 ,°— etc. 


— !rLPS— LS ed. 


ns z ——— yo „. y =’ En 4” „‘ E= y z’ ne etc. Z . 
a . / —ı 4 1 Lg La) > . 
Setzt man = y—1, so wird = 1+ 2)" = da; und doz=0y; folglich: 


Fr 


4 


j 


> 


U 


1 


r 
Z, „2? 


— 


zZ, .. 
3 
2 


$ 


+ 


zZ, = 7 + 


Wenn man z—=1 oder y=? setzt, so verwandeln sich Z,, Z,, Z; 


| 


+ 
F 
N 
y 
1 
5 
1 
r 


in R,, R,, R,; man hat demnach 
Eu u 3 PRRER ° asien 
R,=3; R=3; A, == 0; H=—}. 
Aus den Gleichungen (2.) sieht man, dafs der allgemeine Ausdruck die 
- 


Form haben muls: 
1 — (n.o f \ 1 nn { 
3, Z= +-—- Fa”? — ta"? — Fa"? — + etc. 
— Y Y — 7,3 y* — 


und dals ER e 
| a", "Tr — 1.2.3. 4.0.0, 


4. E 
it, 
wenn i>n-+41. Die Gleichung (3.) giebt hieraus 


I 4 IE 
Zeh = vd = F> +(2a‘ 9+-D5F8« 2a") + ete., 


folelich ist: 
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at 2) — 2 a”:2) -- 1, at; 3) nd 3 a” 3) 1 Yo: m 


art ® — Aa» ®) 4 3 a" N ei art i+1) —— (+ 1) a® HL 2a” ), 


' (n+1,2) (n,2) 1 
. . a a ” @ 
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: Gr = 5 + =. folglich ist 


= +>+7 TE t..+z=1-Q); also 
6. FF ”— 1, 


a , a(rtı;3) a"; 3) I\rHtı 
Die zweite der Gleichungen (5.) giebt: an = + (>) u 


> 


= 2) 





tr 
TE W 
Pr | 
+ 
we» 


pe eben so: 


23H + 2ER t + oder 
7. "= P’—2,T+1, 


Aus der dritten Gleichung folgt: 
+3)", 


altı,® a ®) S\rHtı 3 (: 
Fre - 
en ist 


e HH VIREN HD He +] 
HE rt te tr") 








7 1 








oder: 8 AM 3.7 3,r—1. 
Die Gleichungen (6., 7., 8.) wu Fer dafs ur 
j fi 2 ws 
9. Ad i— (i-1)i-1) „EZ AM I, — me — en Fa day + etc. 


sei. Unter dieser Voraussetzung Bi man aus der letztern der Gleichungen (5.) 


atıty, 7%) at" +1) i E ()" i.i—1 a 
G+nrH Pe Rr 17” Tr (u om +1 + 1.2 \-Hl —eic., oder 























et 
ra a 
+ are trte 
— etc, 
nn On  (i— u ie) 1 N 
ill) er 
da aber (1) =1—ı+ KT —a.=0 ist, so erhält man endlich: 








’ . 1 - n —1)jii— 4 ‘y\n 
it) — + 1) ._ 5 i— 2)" etc, 
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Die Gleichung (9.) gilt also für 2-1, wenn sie für 2 gilt; und demnach, 


da sie für z= 2, 3, ete. wahr ist, allgemein für jeden Werth von 2. 
Nach der Gleichung (7.) hat man: 
m Husten -tonr+2 3"— etc. ....t (2 +1)". 


.  Beiläufig ergiebt sich hieraus ein neuer Beweis des in der Zahlen- 
theorie sogenannten W ilsonschen Theorems (Gaufs Disg. arithm. art.67.). 
Da nemlich, wenn 2-1 eine ungerade Primzahl ist, die nach der Divi- 
sıon durch 2-+ 1 nachbleibenden Reste von 1”, 7”, 3”....z”alle =1 sind, 

o hat man die Summe dieser Reste von 1.2.3....7, da die Coefhicien- 


ten der Kormel (10.) ganze Zahlen sind, 


N ae A Be 
A — — etc... .2’—z2 = (1—1)”—1 — 1, 


“ A 


2. Es ıst ebenfalls: 
ya =y 4 E ’ M,, 
( . 


M,, 


M,, 


so wird yA-+y)” =sin® cosß; 


T 
ee — M,. 
of 


Setzt man nun y aneQ, 
sin ® cosp - — 


also ıst: 
M = sın® cos®, 


0 
M, — sın cos®’ — sin®’ cos D, 
M,= sind cos®’ — 6sin®@’cos@’+  sın 
M,= sind cos® — 25 sin P’cos®’ + Y3 sin DO’ cos P’— sinD’cosd; 
nan wird also allgemein setzen können: 

2a) sind’ cosp""—a!"" sind cos’ "+... 


Fe Zi le FeosQ, 


a" ? 


= —= sin cosd"t'—a" sind’ cosQ” 


u es wird dann: 
arte? — 3a" 3) - In j, 


r r u 7 \ 3) 
ae . 2n— 1a", 
n,5) 


13. Ten — 7a On YNaint 
5 at) — 7a 4 (2n— 3)", 


“ > = ® . . . * ° 


| av’ +1, 2u4+1) m (Iu+ 1 ) am2utı) — (In—2u+53) a" Du- ı), 
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at. 3) a": 3) 


Die erste dieser Gleichungen giebt: u + @r+1(z )” ‚ also ist 


= 3.4+50 ”+79’+...+022—0D9; 


um diese Reihe summiren zu können, und zugleich einige nachfolgende, be- 


merke ich, dafs 
c— art 


st’ +... +. 
I+)c+ RR He) + I3+te)a’+....+(nto)e” — 


14 x tt (1a) e— (n+1+a) art! 
Ä an a ae a 


IH + Ne + HH +. net = 
23 —r+3 (3ta+a')x*- — (In+5tata’)s En I+a)c—(n+1+a) n+1-+ta’): er 


2- tee 

















(li— x)’ (A 2 1 — L 


man erhält also: | 
15. MI = ”#?_—(r+1). 


0 . (n-F1,5) ın — 1 m (2n—f) 1 
Es ist ferner ir = — (=) — +1) ‚„ demnach 
a”; ®) 2 RS 1/3\2 \n 
en MEEERTN +39... ad 
— 21 3-.1.54+3. 2942.39... 2) 9"); 
woraus man durch Hülfe der Gleichungen (14.) erhält: 


16. a9 — 5° — (n+ Be Se se 


Dieser Ausdruck deutet auf das allgemeine Gesetz der Cocffieienten 


In. 5 n+1.n....n—u+?2 
17. ar) — (Yur+1)” —(r+1)( Iu— 1)" +7 Zu 4—5) ER, ı I — n en 4 


“* Au a 80» 











en 








und in der That wird der allgemeinen Bedingungs- Gleichung in (13.) da- 
4 ‘. 0) fi gT 

durch Genüge gethan. Setzt man in (12.) statt %, —_— OP, und also statt 

°@, —0@, so verändern blofs die M mit ungeradem Index die Zeichen. 


4 ” ‘. ST 52 . .. 
Es wird also für den Werth von ® = 7 wodurch M,,;, in S,.4, übergeht, 


Y Y 
2 ne OR ’ 


folelich S,,4, = 0. Ferner ist a”) — + «””"”##, je nachdem z gerade 
T .. 
-, so erhält man: 


oder ungerade ist. Substituirt man noch hiern 9 = 7 
1 ar, rt) 


18. 25, = 1—- u"? a9 — etc... Ham" Tz 
München, den 23. Januar 1831. 
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Memoire sur la theorie de la chaleur. 
(Par Mr. G. Libri de Florence. ) 











Introduction. 


Lorsque lillustre g@ometre, qui le premier a decouvert les lois de la pro- 
pagation de la chaleur, s’occupa de cette theorie, les physiciens admettaient 
presque generalement, que le refroidissement des corps s’opere d’apres la 
difference qui passe entre leur temperature, et celle du milieu environnant. 
Depuis cette epoque MM. Dulong et Petit sont parvenus, pas des ex- 
periences delicates et varices, a decouvrir la veritable loi d’apres laquelle 
la chaleur se propage ü la surface des corps. Cette loi remarquable, et 
entierement diflerente de celle que Newton avait @noncee, paraissait de- 
voir exciter lattention des analystes, et les engager a connaitre les modi- 







































fieations quelle introduirait dans les resultats du caleul: mais on a du re- 
4 . 2 ., 
marquer, que dans les recherches plus r@ecentes qui ont &t@ publices sur 
la theorie de la chaleur, on partait toujours de la loi de Newton. 
2 

Lorsqu'il s’agit de temperatures peu elevees, on peut supposer sans 
erreur sensible, que le refroidissement s’opere d’apres la dillerence des 
temperatures; mais il n’en est pas de m@me dans le probleme general, et 
quoiqu'on ait cru que lerreur ne devenait apreciable qu’ü des temperatu- 
res tres-elevees, deja a la chaleur de leau bouillante, on commet une 

[2 \ j . ER 
erreur de presque deux degres du thermometre centesimal, dans I’@qua- 
tion differentielle qui exprime le mouvement de la chaleur; et cette erreur 
qui allecte a la fois la valeur de Tinconnue, et la forme sous laquelle elle 
se trouve dans l’equation diflerentielle, doit devenir bien plus sensible dans 
lint“grale. Il est vrai qu’en partant de la loi decouverte par M. Dulons, 
les equations que l’on obtient ne peuvent plus Ötre integrees en termes 
finis avec les methodes connues; mais il ne parait pas toujours permis 
\ - +7 . . y 
dans les problemes physiques de s’ecarter de la nature, pour simplifier Pa- 
. , a... ” .\ . . 
nalyse qui sert a les resoudre: et d’ailleurs si une premiere approximation 
est sulfisante pour les inventeurs d’une theorie, il faut que des recherches 
eo . . 1. IR, , » . 

ulterieures rapprochent d’avantage le calcul de l’experience, C'est ainsi que 
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Newton ayant decouvert le systeme du monde, il a fallu un siecle de 
recherches pour construire l’@difice dont il avait pose les fondemens, 
Dans le memoire que nous publions ä present, nous nous som- 
mes proposes de determiner le mouvement lincaire de la chaleur, en 
partant de la loi du refroidissement decouverte par M. Dulong. On 
sait que cette loi se compose de deux parties, dont lune exprime la 
perte de la chaleur, &prouvde par l’eflet du rayonnement, et lYautre re- 
presente Taction du milieu. Or cette seconde partie est sujette ä des 
variations quil est tres-diffieille de soumettre au caleul: pour y parvenir 
il faudrait connaitre la theorie des mouvemens des fluides Clastiques; mais 
ce probleme considere dans sa gencralit@ surpasse les forces actuelles de 
lanalyse. On a suppose, pour surmonter cette difhicult“, que les corps 
dont on voulait connaitre les changemens de tempdrature, “taient soumis 
a laction d’un courant d’air de densit@ et de temperature constantes, qui 
frappait tous les points de leur surface avec une vitesse uniforme; mais il 
est aise de voir limpossibilit@ de verifier en nature cette hypothese, de 
maniere qu'on ne peut tirer de la aucun r&sultat comparable ä lexperience. 
Pour rapprocher autant quil est possible la theorie de lobservation, nous 
avons dü considerer le mouvement lindaire de la chaleur, dans une armille 
de petite €paisseur renfermee dans un espace vide, dont l’enceinte est 
maintenue ü une temperature constante. Ce probleme eonduit ä une dqua- 
tion aux dillerentielles partielles qui n'est plus lindaire, et qui contient la 
variable principale sous la forme d’exponentielle. I mest plus possible 
dans ce cas diintegrer direetement l’equation trouvde, et il faut recourir 
aux methodes d’approximation. On ne connait pas de mÄthode pour in- 
tegrer par approximation les equations aux diliÖrentielles partielles: on peut 
a la verit@ exprimer leur integrale en series, et l’on parvient, a laide du 
tlıeoreme deM.Fourier, a sommer ces series lorsqu'elles derivent d’&qua- 
tions lineaires a co@ffhiciens constans; mais lorsque la serie est trop com- 
pliquee pour pouvoir en obtenir le terme general, il est impossible de ju- 
ger de sa convergence, et le probleme reste sans solution. Nous savons 
täche d’appliquer aux @quations aux dill@rentielles partielles, la möthode 
d’approximation dont on se sert pour les @quations differentielles ordinai- 
res. On sait que pour integrer les @quations dill@rentielles qui expriment 
les mouvemens des corps celestes, on fait usage de la methode d’appro- 
ximation successive, a laide de laquelle on les röduit a un nombre inde- 
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fini d’equations lindaires; mais il arrive que chaque integration introduit 
des ares de cercle qui detruisent leffet de Fapproximation. Les plus grands 
scometres ont täche de vaincre cette difficult@, mais les methodes qu'ils 
ont inventdes, quoique tres-ingenieuses, deviennent souvent impraticables 
« cause de la longueur excessive des calculs qu'elles demandent. Et d’ail- 
teurs il est tres-diffieile de s’assurer, que parmi les termes qu’on neglige 
| n’en existe aucun qui devienne sensible au bout d’un tems tres-long: 
de telle maniere que ces methodes exigent presqu’autant de sagacite pour 
les appliquer, quwil fallait de genie pour les decouvrir. Toutes ces dil- 
fieult@s paraissent devoir se retrouver dans les equations aux differen- 
tielles partielles; cependant si au lieu d’integrer completement la premiere 
des equations Iincaires que nous avons obtenues, pour prendre des inte- 
srales partieulicres des autres, comme on le fait pour les equations dilfe- 
rentielles ordinaires, on commence par prendre «es integrales particulie- 
res, des premicres @quations que lon veut considerer, et que lon nin- 
tgre completement que celle a laquelle on veut arr&ter l’approximation, 
on obtiendra le nombre de fonctions arbitraires qui est necessaire pour 
satisfaire a toutes les conditions du probleme, et on sera assurd, comme 
on le demontre directement, de pouvoir eviter toujours les arcs de cercle. 
Nous avons eflectue le caleul que nous venons d’indiquer, sur les deux 
premieres Eqmations lineaires que fournit le probleme, et nous avons trouve 
une formule qui se compose de celle queM. Fourier avait dejü donnce, 
et d’un terme de correction multipli@ par une petite quantitec. En embras- 
sant un plus grand nombre d’@quations, on trouverait la m@me expression, 
plus des termes multiplies par les puissances ascendantes de la petite quan- 
tit@ par rapport ä laquelle on a developpe. La methode que nous venons 
d’exposer, peut s’appliquer ä lintegration par approximation d'une classe 
assez etendue d’equations aux diffErentielles partielles; mais ces recherches ne 
sauraient trouver place iei, et elles formeront le sujet d’un me&moire particulier. 

Parmi les nombreux corollaires que M. Fourier a deduits de son 
analyse, il en est un fort remarquable qui prouve, qu’apres un tems con- 
sid@rable la demisomme des temperatures de deux points diametralement 
opposes dans lVarmille, forme toujours une quantite constante, et @gale ü 
la temperature movenne. Ce resultat a et@ confirme avec assez de preci- 
sion par Vexperience, et il etait interessant de voir comment on tirerait 
ia möme consequence de la loi decouverte par M. Dulong. En partant 
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de la temperature donnee par notre formule nous obtenons le m&me thco- 
reme, et nous demontrons quiil derive egalement de Ihypothese de New- 
ton, et de la loi observee. 

En supposant le refroidissement proportionnel A la difference des 
temperatures, on trouve qu’en plongeant l’extremit@ d’une barre de petite 
epaisseur dans une source constante de chaleur, lorsque Vequilibre des 
temperatures se sera etabli, la distribution de la chaleur dans la barre 
pourra Ötre exprimde par une courbe logarithmique. Si lon part de la 
loi observee, on obtient une equation diflerentielle qui n’est plus lineaire, 
mais qui peut cependant siint@grer, et dont Vintegrale fait voir que ce m'est 
que pour des temperatures tres-peu Clevdes, que l’etat permanent de la 
barre peut se representer par une courbe logaritlimique: lorgque la cha- 
leur augmente, cet @tat dependra d'une transcendante elliptique, et en gc- 
ncral il sera donne par une transcendante d’une ordre d’autant plus dleve, 
que la temperature sera plus grande. 

Lintegrale de Vequation differentielle, qui exprime l’@tat permanent 
des temperatures dans une barre tres-mince, n’est propre quä donner les 
temperatures d’une partie de la barre comprise entre deux foyers succes- 
sis: cela est evident dans le cas du mouvement lindaire, et tient a ce que 
l’equation diflerentielle que lon a trouyvee, ne se verifie pas aux points 
qui servent de foyers. Mais lorsquiil s’agit d'un corps d’une figure quel- 
conque, qui a ete Echaulle primitivement par plusieurs foyers situds A sa 
surface ou dans son interieur, il devient difüieile de scparer les diverses 
parties du corps, pour chacune desquelles TintÖgrale que la thdorie four- 
nit doit se verifier, et de determiner les Iimites au delä desquelles elle 
donnereit une valeur fautive. Le corps se sundivise alors, par rapport & 
son etat calorilique, en d’autres corps dont les surfaces de contact jouis- 
sent de Ja propriete du maximum, ou du minimum de temprature, La 
determination de ces surfaces-limites conduit & trouver un grand nombre 
de proprietes importantes dans la thÖorie de la chaleur, comme nous le 
ımontrerons dans une autre occasion. 

Lorsquion cherche a connaitre le mouvement de la chaleur dans 
un corps, on exprime la temperature d’un point donn‘ en fonction de ses 
cordonndes, et du tems @could; mais pendant que le corps s’Cchauffe ou 


.y* 
se refroidit, toutes ses molecules se deplacent a cause du changement de 
volume produit par les variations de la temperature. On a neglige jusqui 
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present, dans la thÖorie math@matique dela chaleur, lalt@ration du volume 
des corps; mais ce phenomene, le plus remarquable et le plus constant 
de tous eeux qui dependent de la chaleur, ne nous parait pas de nature 
a 6tre neglige. En considerant les dilatations lindaires, nous donnons la 
(ormule de correction, qui doit servir a determiner les coordonndes du 
point dont on connait la temperature, 

Nous n’avons traite, dans ce m@moire, que les cas les plus simples 
de la theorie de la chaleur; mais nous nous proposons de reprendre ce 
travail dans la suite, et d’appliquer notre analyse ü des ‚questions plus 
compliquees. 





Analyse. 


Si Ion renferme une armille cireulaire homogene de petite Epais- 
seur, dans une sphere ereuse, qui ne contienne. ni air ni aucune autre 
espece de gaz, de maniere que le centre de l’armille coincide avec le 
centre de la sphere, et si le rayon de celle-ci est beaucoup plus grand 
que le rayon de larmille, les parois de la sphere dtant d’ailleurs entrete- 
nues a une temperature constante queleonque, il resulte du prineipe de la 
communication de la chaleur, et de la loi du refroidissement decouverte 
par M. Dulong, que le mouvement de la chaleur dans l’armille sera ex- 
prime, a tres-peu pres, par V’@quation 

dv ad’v 


-+- c(P"—1) =0(0, 


di ds* 





dans laquelle v exprime Texecs de la temperature du point que Ton con- 
sidere, sur la temperature de l’enceinte; x represente la distance, comptee 
sur Varmille meme, de ce point a lorigine des coordonndes; £ est le tens 
ecoul® depuis que Varmille a abandonne Tetat initial des temperatures; et 


p, a et c, sont des constantes dont la premiere a pour valeur vd, 165), 
et les deux autres se determinent par lexperience dans chaque cas particulier. 

En efllfet, Vequation que M. Fourier a trouvee, en supposant que 
ie refroidissement s’opere d’apres la difference des temperatures, est de 
la lorme 





a dv ad?v 
> PAPER Cv=(. 
dt dx? r VÖ, 


et en y substituant au lieu de Cv, le terme c(p"—1) qui exprime la loi 
du refroidissement dans le vide, d’apres les exp@riences de MM. Dulong 


et Petıt. on aura l’equation 
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dv ad?v 


2 Ip) = 
® JPN . , 
que nous avions deja indiquee. 
Avant d’aller plus loin, il convient d’examiner un resultat que Von 


a obtenu en faisant v= e “u dans l’@quation (7.); car par cette substitu- 
tion elle se transforme dans la suivante 


du ad?u 
F 7 iur" 7° 


qui est la m&me @quation (7.) dans laquelle on a suppose quil n’y avait 
aucune deperdition de chaleur a la surface; d’ou il resulte que dene I’by- 
pothese de Newton, le refroidissement qui s’opere ä la surface ne change 
pas la loi de la distribution de la chaleur. Mais comme il n'est pas Dos- 
sible d’effeetuer une r@duction semblable sur l’@quation (8.), qui drive de 
la loi observee, ıl faudra admettre qu’en nature, m&me dans le mouvemeni 
lincaire, la distribution de la chaleur est troubl&ee par leflet de la deper- 


dition qui a lieu a la surface. 
Maintenant si Ton fait logp =, Br prendra la forme 


dv ad?v 
vw _ er )- 


dt d ac? 
lexposant d = „slog(1138) etant une ka u et si lon de- 


[4 (4 . 
veloppe en serie l’exponentielle dans cette ARENENN, on aura 
dv ad?v cd?’ v? cö’v 


— + edv+ 13. + ete. = 0, 








dt dx? 

et par suite, en faisant cö=b, on obtiendra 
dv adv böv* bö?v | 
er ETERT 55 tete = 0, 


Si lon fait a present 

— VLHIV, + I, +ÖV,+ ete., 
et que lon substitue cette valeur dans l’equation preeÖdente, en ordon- 
nant le r&sultat par les puissances ascendantes de d, on a 


dV ad? En dV, ad? ns 


. 0 F— Ar +TZ 


„[dP, a gi 
+ (a2, 0P,+bPP, yon er 


et en @galant ü zero Ph les co@fficiens de chaque puissance de Ö, 























on aura les equations 
dV 2 5 
di 








CGrelle’s Joarnal d. M. VII. Bd. 2. Hit. 16 
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d ad? 


A —_ +19, +2 


b ee 











di 2” 

ar, ac — LP a er 

dm / —__ — == 0, 
dt 

. ” “ “ ® . ® ° . “ ® . I ’ 


dont le nombre sera determine ‚ar Vexnosant de |: la o A FB . 
\ Zu valıl) SU aakikal | ut .pPUV>a e 1a p:ius grande puissance 
de d, que Von veut conside: 


ndra la a U 


. .,% [4 . e 
En integrant la premiere de ces emations, on obt 


de 7 qui etant substituee daus la secoude Öquation, servira ü en 
Y, et ainsi de suite, en introduisant dans la derniere ©quation les valeurs 
des inconnues deduites des @quations pröcedentes, on determinera une nou- 
velle inconnue. Mais il faut observer, quau lieu de prend  Tintegrale 


compicte de la premiere equation, pour la substituer dans rn seconde, et 
puis intcorer eomplctement celle-ci, pour substituer encore la valeur de 


"’inconnue dans la suivante, et ainsı de suite, on pourra exprimer 


f F 1 ’ J 2, r 3 >) ” * * V, ı >) 
Pur 4 m WW ‚nm Ia« y rs» ılı + An 4; \ un. N 
par des integrales partieulicres, et 0" etant la derniere puissance de d que 
2 ö g»® en my aa ea 
on veut considerer, il sufüira d’integrer completement Vequation multiplice 


par ö”, qui comprendra les diliörentielles de 7, et les quantites connues 
V,V,,V.,....F,..,; ear Fintegrale compiete de cette dquation, con- 
tiendra toutes les fonctions arbitraires, qui sont neeessaires a la resolution 
oöncrale du probleme. 





. Pu 4 © ‘ BR .y bu ® 
Supposons par ERENe cme dans l’equation (9.) on veuille avoir 


evard a la premiere puissance de 0 seuliement, et neoli; ‚er toutes les au- 


i D 


tres; on aura les deux equations 
dr ad“ 


— —— + bI —- >, 


dt 


r d’) 2 
ER ZEHN, + — 0, 
dt 2 


.\“ ® .\ Tr 
dans la premiere desquelles on tes une u partieuliere de 7, pour la 
substituer dans la seconde equation, que Von devra integrer completemeni. 


Maintenant, on sait que Von satisfait a Tequation 
d7 ad’F 
+5/ d, 


dt da: 
en faisant / = (sinn + cosn x) Set n etant une constante indeter- 
mince. Si Lon substitue cette valeur de 7 dans l’equation 
dP, ad’V, bY“ = 0, 


EI +59, + 
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on aura 
Ba 
ee 4 
de + ee 
7, + _ 5 ( 1 + sin?ae)e tet 0 


— o(b+an?t 








| 





b, 


ww‘ 4 —olb+a 
et en faisant /, =y et") Yan (y etant fonction de x seulement, et Z 
fonction de x et de 2), on obtiendra, apres avoir divise par et, 


P, IZ rZ 
2 tam)y +2 —by— rg (l+sin?na u + —I2=0, 
’ AA . ( dA 


RT \ ' . ° pi 
et si lLon erale a zero scparemeni les termes qui contiennent Z, on aura, 





apres les DREIER les deux dauations 








ı2 D 
dl . b 
" nr % — .. #2 Y Gi: ne, (1 sy Y > 
- | 1</ 1X) 
N I Aa ! ). Ja ns 2) 
ı 7 
dZz ad’ PA 
10 -— —tlIZ=0 
es z 
dit da 
. 4 (4 ı 
dont Ja premiere a pour Integrale 
[ f } ! Pr f ’ . Y f b ; N I 
\ 2 ı a ge‘ / W \ i er sin - J sıll X | = . Bi; Id ) } _ 
’ ,! ' ’n° t. (X 
pi a; nl 
’ \G ) 
“ £ I ” eo / b | ‚ 2 h 
-- 1 j FE ..- Pe: f, L @' - sin 22x) COs X / Be i zii FRE (- - ’ 
Dr / E 
\ Y% ' [ ch BE; 1 a a 
AU \ N <n 
\a 


Li 


et par suite on obtiendra 
5 >\ ve . ü = 1 sinne \ 
a m I 9 I.E sinz VI — ER A | 
v=—=E ‚cos 7 Kar: n ‘,sina In Face ), 
h jj 1 a r b--2an* u DO — an?) 
“ * 4 f 5 14 ® Fl er 
l’on integre er present ’cquation en 4, on ara 


; ni (6 ıp?\t 

— (a,snpx + b,cospx)c ” 
Qu, b, et p, ae des quanti tes quelconques; et comme lcımation (10.) 
ncaire et ne contient pas de terme independant de Z, il s’ensuit 


\ 


v vn. ds u % . u ».„ « L* ’ + 5. y ’ : % ‚I v 
au eiie sera satısiarte par une sonmIme 48 termes semblables « ja valeur de 
) 
i 


NOUS AVOns deja trouvee, pourvu que les constantes 3 Ei. 


NS 
nn % 
Allin, 
me 
_ 
- 
P) 


soient diliörentes. Et par consequent Vintegrale complete de l’equation (I 
sera compose d’une suite infinie de wohn semblables a celle que nous 
avons deja obtenue, pourvu que Von change convenabiement les constanies 
arbitraires. 


° . » “ WE 4 ö - . 
Maintenant, puisque Z contient une infnite de constantes arbitrai- 


I. 


res, on pourra dans la valeır de y supprimer tos deux constantes 7, # 


“ ® ı Fig ‘ 
qui ne rendraient pas plus oenerale la valeur de 7,: alors en Zusani 


r 
* 
3 
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E,=E,=(0, on aura une valeur de y qui ne contiendra plus les fonctions 


1 i 
cos (+27); sine / (2 + 27°). 


Soit ” le rayon de lFarmille dans laquelle on suppose que la chaleur 
se propage; sa eirconference sera @gale A ?rr, et il est clair qu’en expri- 
mant par © la temperature d’un point dont la distance ü Vorigine est x, 
la valeur de v ne devra pas changer lorsque dans la formule «qui exprime 
v on mettra c+-?rr, a la place de x: par "OR il jaudra, dans 
les valeurs de 7, et de /,, faire rn = ne et p= —; m et s etant deux 
nombres entiers positils queleonques: on aura done, en nÖgligeant les puis- 
sances superieures de 0, 


+ IV, zu Y-+ re, 
(sin cos”) Aa; =) +3 (a, sin —+ b. cos de Gz )' 


} } nal ; 

sın a 
| br 1 Ä r ) (+77) 
— - e 
2 br?-+-2am? br*—2am* ’ 


a R . mx max b+ 
mais le premier terme (sin -- cos "re Ge 7) de cette formule pourra 
a 














tre compris sous le signe 3, puisque la valeur de 2 devra se trouver 
parmı les valeurs de s; et en faisant ba, A, et Bee: on aura 


) 


L b+ 
_ . se 
>> (4, sin — + D,cos gr -( 
1 I . u =. 


2 ma 


sin am? 
b gr 1 - + A } ”. (6+ -) ‚ 
ee e 
2 br*-+-2am? br*— Dam? 


et cette formule exprimera le mouvement de la chaleur dans Tarmille. 











Pour determiner la fonetion arbitraire ou, ce qui revient au möme, la se- 
rie des termes 
A, < A, > A; sy [0 00. A, . etc. b) 


), b) Eu . . ® 3 DB 
.® (4 . .,» 
on devra faire £=(, et on aura v Egal a la temperature initiale, que nous 


exprimerons par la fonction f(x), et qui etant developpde en serie suivant 
. 5 ” , x . [4 . 
les sinus et cosinus des multiples de lare — servira pour determiner les 
re 
cocthiciens. 
Si «ans la formule (11.) on fait d=0, on obtiendra lexpression 
que M, Fourier a trouvee le premier en partant de Ihypothese de New- 
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[4 ° . 
ton. Pour determiner 2, on devra prendre le nombre entier le plus 
petit qui ne satisfait pas a l’equation 
br +2am! = 0, 
® , .\ “ ” 

puisqu’on aura de cette maniere la valeur la plus approchde, et on sera 
assure de ne pas rencontrer des arcs de cercle qui detruiraient Veffet de 
l’approximation. Lorsque les conditions du probleme permettront de faire 
m=0, le terme de correetion, pour la premiere approximation, se re- 
- . Ö . (4 
duira & — — e”'; et on trouvera que ce terme est ind@pendant des coor- 

o ’ l 
donndes, et qu'il ne depend que du tems. 

On a vu qu’en faisant A —=E,=0, on obtenait 


7 cos.x MEZ + 2) fax (1+sin?2nx) sin x Ver u. -)} 
" - /c + 2n°) — sin x Var + 2) fa x(1-+- sin Inx) cose (27° + 2) 


u > ( 1 +; sin Inx ) 
ai b-+-2an? — an? 
de maniere que les fonctions cosx (— +? ed ‚ sin ve L2n ‘) , sera. 


nouissaient d’elles-m@mes dans le calcul: il etait necessaire que cette re- 











duction püt s’effeetuer, autrement la temperature v ne serait pas restde la 
m&me en changeant x en c+?2rr, dans la formule qui la reprösente. 

(4 . . [3 . 
Cependant cette reduction, qui a paru un resultat de calcul, aura toujours 
lieu quel que soit le nombre des puissances de d que l’on eonsidere; en 
effet on a toujours l’@quation 


cos ax [dx D (x) sinaxc —sınax [dx0 (x) cosax 











y x 1 d?. (2) . . &., op oc) 
= — en — — (cos ax de snzx —sinax[dx nn c05 2 x) 
dx dx 
1)? 27 (= \ 
ur i 
BE u. } Y (oarfüs ts L\ = sinar—sinax [dx“ el Runen 
a? 
JSPE x a d*. (x) se (1 wer pt (ac) 
a a?da* “ 77 ar dar ? 
d’,g(x) 
qui montre, que si entre P(x), et en on peut avoir une @quation de 
dP’.p(x) 

la forme MO(x)= a M tant une quantite constante, on pourra 


toujours avoir 
12. cosax dx Dlx)sineax—sınax [dx Dr) cosax 


er ( a?P rn) > h d’.p(x) TAN 2v (— 1)? dr e(e)) 
G 


a a’da* ar dx’P-% 











2 (— 1’ Mu 
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et l’on voit que le second membre ne contiendra ni cosex, ni sinax. 1 
est elair que si P(x)=Asinmx-+-Bcosmx, on pourra dtablir l’@quation 
d’qg 

da* 
srale (12.) delivree de sinax, et de cos@ex; la möme chose arrivera en 


} 7 . . 
-— —m’®(x), et par consequent on obtiendra la valeur de Finte- 


seneral lorsque P(x) sera de la forme 
A snm, ce + A, sn, &%.....+A4,snm,x- etc., 

+ b,cosm, x + D,00sm,£.....7+B co om,x + etc., 

et jorsquon aura 
Ola) = a tb te tdr..... ter"; 
et dans d’autres cas. 
ticulieres de /, V,, F,, etc., 
peuvent toujours sexprimer par des fonctions de la forme 
uh P,son,e-P,smn,x=.....+P, sin N, 


aM " 1 
Maintenant, puisque les valeurs par 
S 2 


N 
I4+ Q,cosr, a7 Q,cosn, x. .... + Q,cosn „eh 

on sera toujours assure que les sinus et cosinus des arcs irrationnels ne 

se trouveront pas dans lintegrale complete, quel que soit le nombre des 

puissances de Öd que Fon voudra considerer. 


Il faut observer que si Ton avaıt (—1PM—a”—=0, le second 


P4 
membre de l'equation (12.) aurait une valeur inimie: on rencontrerait 


” 


cette eirconstance sı Fun des nombres 7,, 7,5, "Rz, 2... A,, etc., compris 
> , , P, ” 4 x 
dans les valeurs de 7, 7,,F,, ete., etait egal a @; alors en reprenant le cal- 


« ’ 


> [a » 2» \ N 2,2 - 4 - ® nr Y “‘ Ion 2 IE u — > > 
cul on trouverait, apres les reductions, un terme de la iorme Var sinn,x, 


o “ . . = ® . H = i, yes) w " en 
qui contiendrait Vare de cercle x, et qui rendrait nul, dans le cas que 
- 4 " « 2 ya En - . [2 z un. nd 2 | { P arm 7 nıml n 
nous consid: ’ONS, Veliet de iapproxımatıon : mais u est clauı aue le nombre 


gi s A ’ .\ 
mn de la formule (11.) pourra toujours Ötre determine de maniere que cela 
. . a , iyvv Wü vIBR.... “ 7 
n'arrive pas, et il sullira a cet eliet que le denominateur ne soit pas zero, 


„oN “ yo s 


I |. [, SPEER. 
eonmıme nous 1aVons arje iINnGltjiit, 


I,a formule (12.) exige, pour etre appliquce facılement, que Ta fonc- 
tion Dax) puisse se ri ‘Juire a une suite fnie de monomes COMPOoSES dun 
seul facteur: cependant en poussant fort loin Fapproximation, et en calcu- 
lant un grand nombre de termes de la serie 74-07, + ®V,-+etc., on 


aurait en general 


- . “ I \ 
re A C0S @, C08Q, C0OSQ, ».... C08a, ‚sind, sindb,.....sınd,, | 
D. [608 C, 6080, C0SCz „0.0. 0080, „sind, sind, .... Sind, /; 
a 5 . . > . . * . EC EZ “ “ e . efe. 
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[4 [4 . 
pour operer les reductions necessaires dans cette formule on pourra faire 
usage de l’&quation 


1 


COos qd, X SQ, „ec IS Ur . 20» COS Q, 


I 


— d O N x y ‘ ' ah a AN rar Yy nn 
u Yn-ı (E08 9-79.008(9—%a,) rs 3.008 (9 — er etc.), 
dans laquelie les ares @,, 0,5 Ay, vo. Gy, sont indeterminds et tous dille- 


rens entre eux, et donnent a, --m,-ta;.... A 2,=93; en indiquant par 
S5.c0os(—?2a,), la somme de tous les termes de la forme eos(y —?2a,), 


« r P_®, ‚ - r ie [2 ‘7 . F 4 1. os 
ou Fon a fait successivement y=1,2, 3, .... 2: en reprösentant paı 


8.8.00 (y— 2a, —20.), la somme de tous les termes de la forme 
\ . . . 
cos(9—2a,—2a,), ou Fona fait d PeReR successivement y=1, 2, 3, 0. + +75 
% i } (4 \ « 
et ou lon @ domme a 3 toutes les valeurs 1, 2, I, co ı. N (pourvu que 


lon neglige tous les termes dans le on aurat y=z); et ainsi de 


suite jusqu'au dernier terme: en observant toujours d’omettre tous les ter- 

e . . f \ : ü vor 

mes de cette formule, cnıl seraient Ay em a lun ag ceux que Von a dep 
(4 en zsiyı/ 

trouves. En dillerentiant cette Equation par rapport A @,, @,, Q;, etc., on 


obtiendrait des expressions semb Fr ables, pour le produit d’un nombre quel- 


conque de sinus et de cosinus. 


nr A} ” F] ar [4 ’ 
"1. Fourier en adoptant la loi de Newton a trouve, que la demi- 
somme des temnerafures le deux points de lVarmille situds aux extremites 


". y. \, 


dun Giamctre queleongue, forme towjours, au bout d’un temps tres-long, 
. ” \ 5 ! . . 

une quantitc constante, et Egale a la temperature moyenne de Tarmille. 

N BE EUR, N Zr t-; y be £ > r IR. u 4 E 

uo ce rosultat a eio eonfirme par l’experience, il est clair 

quil devra se deduire encore de la lei du relroidissement decouverte par 

Dulong et Petit. En eiiet, en reprenant la valeur de v trouvee 
[4 (4 “ 

preeedemment (11.), et en y supposant £ tres-grand, on devra conside- 

1 \ 
rer seulement deux especes de termes: ceux dans lesquels on a s—=0, et 


ceux qui resultent de s=1: c’est-a-dire les termes multiplics par e”' 


- (6+ ta)! 
; puisque tous les autres qui contiennent quelques-uns des 


ru er)". Fo (+45): 


> 


et par e 


facteurs e ete.; sont trop petits (dans I’hypothese 


de £ trös-grand) pour efre compares a ceux-ci. Alors la valeur de v 
se reduira a la forme 


’ b+—]ı , 
v=De"+4,e +)? sin + Be (+: cos 


r 
et il est clair que sı dans cette @quation on substitue ce + ra, au lieu de x, 


(4 . . > . 
on aura la temperature v,, du point de l’armille diametralement opposd ä 
. “ % . A. . . 
celui dont la distance ü lorigine est x, exprimde de cette manicre 


h 
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‚ -(14+Z)1, x (+7): 
v, = B,e'— 4A, e | ) sın — — B,e ( ) cos; 
— r 
et partant 
| oh Bo 
p) — 0 [} 


Si dans Ja formule (11.) on substitue pour 5 sa valeur co, on trou- 
vera, que lexpression de M. Fourier contient seulement la premiere puis- 
sance de d, et que la nötre renferme aussi 0°. Avec notre methode, on 
pourra pousser lapproximation aussi loin que Ton voudra, sans crainte de 
rencontrer jamais des arcs de cerele qui la rendraient nulle; et on pourra 
toujours determiner les constantes arbitraires (que Ion trouve en prenant 
des integrales particulieres des premieres @quations differentielles, pour les 
substituer dans celles qui suivent) de maniere que tous les termes aillent 
toujours en decroissant, et qu’aucun d@nominateur ne s’@vanouisse; comme 
nous lavons fait dans l’analyse prec@dente, 


On sait que l’equilibre des tempe@ratures dans une armille, dont un 
point est soumis a une temperature constante, est donne lorsqu’on adopte 
la loi de Newton, par l’equation 

d?v 

dx* 
dont Tintegrale est v=Ae"*+ A, e”", A et A, &tant deux constantes ar- 
bitraires. En partant de la loi de M. Dulong on obtient, pour l’equi- 
libre des temperatures dans le vide, T’equation 


d’v Sı 
dx? ag a(e 1) 





= PY; 





qui a pour integrale 


.- dv ® wc; 
NE re) 


0) 
C et €, etant deux nouvelles constantes arbitraires. Lorsque v est une 
petite quantit@, on peut supposer sans erreur sensible 


It = te (el) ++) +6 


et en faisant C,y (ad) = logE; adö=n?; et reduisant, on aura 











. pP} 
2 y? ezn* Inıer* n*v 


e nv u .nve 
(5 7.5) 7 DE mw TE e,?’ 


< 











et par suite 
Y m a v(6) — EV (0) C) — Ae”* + O 


nE Ine"* 
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u vV C) EY: C) [4 % ” 
en faisant A= a A,=—-———; et comme v est egal a la tempe- 
- «N 


rature £ du point que l’on considere, moins la temperature 7 de lVenceinte, 
on obtiendra enfin V’@quation 
= de tAe® +7; 
qui dans le cas de Z=0, coincide avec celle que nous avions deja trou= 
vee, en supposant le refroidissement proportionnel ü la dilf@rence des 
temperatures. 
Si l’on considere une barre indefinie trös-mince, et que l’on sup- 


(4 % - * 
pose un foyer de temperature constante plac& sur cette barre A Vorisine 
7 or. ’ . 
des coordonndes, lorsque lT'equilibre des tempcratures se sera etabli, cet 


j , , nr . d?v ö a 
tat sera reprösente par l’equation — =n?’v, pourvu que la temperature 
ex” ’ . 


. a ” \ = d . 1/ ce Nu 

' soit assez petite pour pouvoir negliser, dans le döveloppement de e”, 
® „’.“ x .. . 4 ., 

les pulssances de Öv superieures A la premiere: maintenant on san que 


1,® Du 4 . (4 # y , I) 1X a 2 
"integrale de Vequation precedente est v—=(e"*-+ 0, e”""; mais comme 
Tailleurs I’&tat permanent de la barre est exprim@ depuis ze =— x, jus 
“N 


wa acem=--x, par l’emation 


2 f'dg cos4a\ 
— U1- es ee 
lee = ) R 


1 g° 





VO 


et que quelgque valeur que l’on attribue aux constantes, ces deux expres- 





. . . .. ” . [4 . . N. ” 
sions de v ne peuvent jamais colncider, il en resulterait que Yintograle de 
, . d? V Q . . ° ? 
I equation z==n’v, qui est lineaire, pourrait se former de la somme 
dx 


des deux valeurs de v me nous venons de rapporter, et contiendrait trois 

constantes arbitraires. Pour expliquer ce paradoxe il est n@cessaire d’ob- 
„7 ” d? V 2 fi . Du 4 L| Li ‘ 

server que l’equation Ssmen v, m’exprine letat permanent de la barre, 

sach C yes De “ 

que dans les points qui permettent un flux de chaleur du poiut qui pre- 

cöde immediatement celui que Ton considöre, ü celui-ci, et de celui-ci, 

a Nautre qui le suit immediatement; tandis que le foyer, que nous ayons 

ee.‘ R .. [4 M . RER R % e N 

placd a lorigine des coordonnees, envoye un flux continuel de chaleur “ 
5 . 24 ! \ . \ ws “ j % 

tous les points de la barre qui sont situ‘s a sa droite et asa gauche. Le 
4 ce e 5 - (4 . q » . . 

möme resultat se deduirait de la considcration de la figure, qui exprime 

les valeurs des temperatures pour chaque point de !a barre, et dont Te- 


quation est 
Crelle’s Jonenal d. M. vil. Bd. 2. Bft. 17 
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‚TE "ig cosyx 
v = [, — ge r 
T. 
J +4 


2. 


Y 
dx? 





car pour 2=0, au lieu de donner = n°(,, comme cette courbe 


2 (4 
d 4 nv, 
dx a 





devrait faire si elle satisfaisait dans tous ses points ä l’equation 


d? 





Y . 
7=%; puisque la courbe 
RR 
1 


dont nous parlons est formöe de deux demi-logarithmiques dgales, qui 
. .\ x “ . 
se r@eunissent de manicere a avoir leur tan: gente commune au point de con- 


on voit, par la construction, quelle donne 


tact, perpendiculaire & Taxe des abscisses. Les mömes ini s’ap- 
pliquent a une barre dont plusieurs points sont entretenus ä des tempe- 
ratures constantes: elles sont tres-simples, mais nous avons cru devoir les 
placer iei, comme etant propres ä limiter l’etendue que Von serait tent‘ 
Wattribuer aux dqations differentielles du mouvement de la chaleur, ou 
ü leurs integrales. Il faudra surtout y avoir @gard, lorsqu’on voudra con- 
naitre l’etat calorifique d'un corps, dont un ou plusieurs points pris dans 
son interieur ou A sa surlace, sont supposes des foyers de temperatures 
imvariabies. 

Une autre observation «que nous croyons ne pas devoir omettre, 
c'est que lorsque dans larmille eireulaire, que nous avons consideree, nous 
sommes partis de la propriet@e eonnue, que la temperature du point x de- 
vait etre egale A celle du point dont la distance a Vorigine est +?Irr, 
pour determiner la forme des Tonctions eirculaires comprises dans Finte- 
srale, nous Tavons fait en suivant Texemple des illustres g@ometres qui 
nous ont preceede dans ce genre de recherches. Gependant il parait, qu’au 
lieu de partir de cette consideration auxiliaire, on aurait du determiner 
les co@ffieiens de larc x d’apres T’@quation qui exprime la figure de lar- 
mille, et Tirradiation qui se fait interieurement entre les diverses parties 
de Tanneau; irradiation qui est modifice, comme l’on sait, d’apres la cour- 
bure interieure de larmille. Ceci deviendrait surtout @evident, si Von de- 
vait determiner le mouvement de la chaleur sur une surface cylindri- 
que creuse. 

Enfin il faut remarquer, que la theorie math@matique de la cha- 
leur a pour but de trouver ä chaque instant la temperature d’un point 
queleonque, d’apres les conditions initiales du probleme et la figure du 
corps que Fon considere. Cependant, dans la solution de ce problöme, 
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on suppose toujours «que les coordonndes du point en question n’ont point 
change, pendant que le corps s’est dchaufl@ ou refroidi; quoiqwil soit cer- 
tain que ce point a chang‘ de position, d’apres Taugmentation ou la dimi- 
nution de volume «que le corps a souflerte par Vaction de la chaleur. En 
operant de eette manicre on trouve la temperature d’une molecule mat‘ 
rielle, exprimde en fonction des coordonndes du point quelle occupait 
dans l’espace au commencement dü phönomene, et du tems could depuis 
la cessation de l'etat initial: pour corriger les formules que Ton a obte- 
nues, il faut connaitre la loi d’apres laquelle les corps se dilatent par lel- 
fet de la chaleur. Si l'on suppose les dilatations lineaires Cl@mentaires, 
proportionnelles aux accroissemens de la temperature, ce qui parait tou- 
jours permis, du moins entre certaines limites de l’öchelle thermometrique, 
on trouvera que le point qui, lorsque la temperature du corps Ctait zero, 
wait x pour distance ü lorigine des coordonnces, sera @loign@ de Vori- 


» 
gine de la quantite x, = fdx (1+-.v); v etant donne en fonction de & 
R “nn . p r " » 
et de t; et le co@flicient & @tant donn® dans chaque cas par l’experience. 


Mais ceci m’est qu’un apercu, que nous reprendroens dans une aufre cir- 


constance. 








Ce memoire est le möme, & qnelques changemens pres, qui a cte lu en 182) 


" P’AcadÜmie Royale des Sciences de Paris. 
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16. 


Kinige geometrische S ätze. 
In Folge des FRE 11. Band 6. Heft 2. S. 213. 


(Von Herrn L. J. Magnus zu Berlin.) 





1. 
. 
Ks sei y=%P(x) die Gleichung irgend einer Curve, an welcher sich zwei 


Tangenten so bewegen, dals sie inmmer denselben gegebenen Winkel mit 
einander bilden. 

Nennt man die Coordinaten der Berührungspuncte jener Tangenten 

%, B und «‘, ß’; wmd die trigonometrische Tangente des gegebenen Win- 

kels @, so hat man, aufser den Gleichungen P=%P(e) und P'= 9(«‘), 

Bestimmung des Ortes des Durchschnittspunets der Tangenten, dessen 


Coordinaten x, y heilsen mögen: 


(yo 


I /N\ FR PR? i / NI/N/ / ni 
KB) + Eee IN 2)=0, 
ichung, wenn man nur x und y als rn hl einen 


mW y. n 3 Ä ui # En man Dal nn 
'scdrückt, der durch die Puncte «, B und «‘, £° geht. Diiierentirt 


. a E L on ınlı a 
ese Gleichung, indem man auch #, B und «‘, £‘ als veränderlich 


| 
| > > 14 yıoarr 
SO € erhält man 


BL) Fa — oe y+lRer—a(ate) HB—R]0r 


2 2 
o-e(y — 


[064 


n 27 
Op 


j SE u; / — 
— |y—P+ 20) Ha (sp) ae] Ze 
Setzt man num hierin für »—ß und y—Pß’ die W ee ac 
so verschwinden, in Folge der Gleichung (3), die Coefhieienten von 3. 


e ‘. “ > . °. . oY . 
und 0. Der Ausdruck für den Differential- Coöfficienten = ist daher 





“ 
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derselbe, man mag @, «@' als veründerlich oder als constant betrachten. 
Hieraus folgt, dafs die Tangente und die Normale des Ortes, den der Punct 
&%, y beschreibt, mit der Tangente und Normale des Kreises (4.) zusam- 
menfallen; und man hat den Satz: 

1) Wenn ein Winkel von veränderlicher Grölse sich so 
bewegt, dafs seine Schenkel fortwährend eine gegebene 
ebene Curve berühren, so beschreibt die Spitze P dieses 
Winkels eine ebene Gure von der Beschaffenheit, dals die 
Normale in einem Puncte P dieser Curve durch den Mittel- 
punct des Kreises geht, welcher durch den Punct P und die 
Puncte 4, B, in denen die Schenkel des Winkels die gege- 
bene Curve berühren, gelegt werden kann. 

Es ıst klar, dafs dieser Satz auch noch Statt findet, wenn der Win- 
kel sich so bewegt, dals der eine Schenkel eine und der andere Schen- 
kel eine andere Curve berührt. 

Lälst man zwei gerade Linien sich so bewegen, dafs sie fortwäh- 
rend Normalen an einer gegebenen Curve sind und mit einander denselben 
constanten Winkel bilden, so werden sie zugleich die Evolute jener Curve 
berühren, und man kann daher folgenden Satz aufstellen: 

2) Wenn ein Schenkel von unveränderlicher Gröfse 
sich in einer Ebene so bewegt, dals seine Schenkel eine 


Be. 
gebene, in derselben Ebene liegende Curve rechtwinklig 
schneiden, so beschreibt die Spitze P dieses Winkels eine 
Curve von der Beschaffenheit, dafs die Normale in einem 
ihrer PuncteP, durch den Mittelpunct des Kreises geht, wel- 
cher durch den Punct P und die Krümmungs-Mittelpunete #', 
B’ der Puncte 4 und B, in denen die Schenkel des Winkels 
die gegebene Curve schneiden, gelegt werden kann. 
Obgleich diese Sätze von grofser Allgemeinheit sind, so lassen sie 
«ich aus noch allgemeimeren als besondere Fälle ableiten. Wenn nem- 
lich zwei gerade Linien sich so bewegen, dals sie fortwährend eine geve- 
bene ebene Gurve berühren, und dafs sie mit einer dritten geraden Linie 
von gegebener Lage zwei Winkel bilden, die auf irgend eine gegebene 


Art von einander abhangen, so wird der Burchschnittspunet jener beiden 


Linien eine Curve beschreiben, deren Gestalt von derjenigen der segebe- 


nen Curve und von der gegebenen Art der Abhängigkeit der genannten 
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beiden Winkel bestimmt werden wird. Man nehme nun die gerade Li- 
nie von gegebener Lage zur Abscissen- Achse und nenne die oben durch 
N 7 2 gr . . ’ .m ” 
—, 7; bezeichneten Dilferential-Coöffieienten, der Kürze wegen, p und 
Ft —K 14 
p', so sind die Gleichungen der beiden beweglichen Tangenten 

| Dia 0 

. y—B = pla—e), 

1. y—P'=p'(x—a). 
Die Abhängigkeit der Winkel, welche diese beiden Linien mit der Ab- 
seissen-Achse bilden, wird sich immer durch eine Gleichung zwischen den 


Tangenten dieser Winkel, d.i. zwischen p und p‘, angeben lassen, so dafs 
man hat: - / 
I. Y(»,p)= 
] 


wo ı eine gegebene Function bedeutet. 
Setzt man nun für p und p’ die Werthe aus (T., I.) in (III), so 


Kommt y y—-ß y— ff 
IV. v( ; — 0, 


IC — U IC — 





«ld diese Gleichung drückt, wenn man @, BP und «’, ß’ als constant 
nsieht, diejenige Curve aus, die der Durchschnittspunct zweier geraden 
!,inien beschreiben würde, wenn diese letzteren sich um die als fest be- 
trachteten Puncte drehen, während sie mit der Abscissen- Achse Winkel 
von der gegebenen Abhängigkeit bilden. 

Dillerentiirt man die Gleichung (IV.), indem man, aulser y und x, 
auch «&B und «&’f2’ als veränderlich betrachtet, so PER 


(cab 1 oWw 1 o u vw yv— C z, v— ;) 
BEE. 200 mn . s)  DBEEERE - . _ BIN. ABEONENER — 
\ EI \ n - ar \ 4 — 2 / 2.1 C y N j & —(&) 2 + O7 "(c—at)? 


V0p p" 
2 nn: 2, 
( > 


l 
O /) 2 
/ i | : Q ZUR , MN 
n /(x- (ie) 7 2 ae >? a . < E 7 7 3 
oWw 00 - D m. 
r Ma ag”: da we - ” O0 = ). 
cp —&) cp (. ce) 


In dieser Gleichung verschwinden aber, in Folge der Gleichungen 
(I., II.), die Coöffieienten von 9% und ©’, d. i. der Ausdruck für den 














ra Y. Ä \ j \ 
Differential- Coöffieienten —, ist derselbe, man mag #ß und &’ß’ als ver- 


inderlich oder als constant betrachten, und hieraus ergiebt sich der Satz: 
3) Wenn zwei Tangenten an einer gegebenen Curve 
sich so bewegen, dals sie mit einer festen Linie Winkel bil- 
den, die auf u eine gegebene Weise von einander ab- 
hangen, so beschreibt der Durchschnittspunet P dieser Tan- 
senten eine Curve von der Beschaffenheit, dafs ihre Berüh- 


rungslinie im Puncte P mit der Berührungslinie derjenigen 
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Curve zusammenfällt, in welcher der Punct P liegen würde, 
wenn die beiden beweglichen Tangenten, statt sich an der 
gegebenen Curve fortzuschieben, sich um die, dem Puncte 
P entsprechenden Berührungspuncte der gegebenen Curve 
als feste Punete drehten. 

Aus diesem Satze lälst sich durch Betrachtung der Evolute de: 
folgende herleiten: 

4) Wenn zwei Normalen an einer gegebenen Curve sich 

bewegen, da[ls sie mit einer festen Linie Winkel bilden, 

die auf irgend eine gegebene Weise von einander abhangen, 
so beschreibt der Burchschnittspunet P dieser Normalen 
eine Curve von der Beschaffenbeit, dafs ihre Berührungss- 
linie im Puncte P mit der Berü eine derjenigen Curve 
zusammenfällt, ın weicher der Punect P liegen würde, wenn 
die beiden beweglichen Normalen, statt sich auf der gege- 
benen Curve hi sich um die Krümmungs-Mit« 
telpunete derjenigen Puncte drehten, in welchen die Nor- 
malen dureh den Punct P die gegebene Curve schneiden. 


9 


Es seien y=Ola); y=9Q,(X);....-.y=PQ,.(x) die Gleichungen 
einer beliebigen Anzahl gegebener Curven, und von einem Puncte P der 
Ebene, welche diese Gurven enthält, sei an jeder derselben eine Normale 
gezogen. Wenn nun die Längen dieser Normalen, vom Puncte P bis zu 
den Curven genommen, in einer nur durch eine einzige Gleichung ausge- 
drückten Relation stehen, so wird der Punet P eine Curve beschreiben. 
Nennt man die Goordinaten des Punctes P x und Y5 diejenigen der Puncte 4, 
AP’, 2... 4”, in welchen die genannten Curven von den Normalen geschnit- 
ten werden, aß, «’ß‘, .... aß”; und z, ı%,, .... u, die Längen die- 
ser Normalen, so hat man, aufser den Gleichungen P=P(e), P=P, (a), ».» 
... PP=P9,(«”), zur Bestimmung des Ortes von P die Gleichungen: 
(a) (y-Brrla-a) =0; (y-P)p+Ha-a) =0; 2... (LP +HE-a) —=0, 
b) year (BP Haase. A’ HaaM)’=ur, 


(> Ya, i) ei, 


? .. } 2 e . . 
wo pP, P/y «+... p” für wi :6; .... — gesetzt sind, und % eine ge- 





gebene Funetion le Entwickelt man nemlich aus den zuerst ge- 
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nannten Gleichungen die Größen a, P, «&', P, .... 2m, RP, und setzt sie 
in die letzte Gleichung: 
Vlu, U yeo..4,) = 0, 
so erhält man die Gleichung des Ortes von P in x und y ausgedrückt. 
Wenn man aber diese Gleichung differentürt, so kommt: 
[ [ev ou ow Our BR oy dinl- 





“ " 


O! 
r \ ® r .r 
CU, 0Y CO Un COY J 


ow du, ow du] 
(d.) + ) +: en ..t:- 771 x 


FR ni Our ag ER, dun 9 Pt, 


ou 0@ ou, 0a Oür dam) 


Es ist aber auch: 

















ou __ n0P ‚cu j i 
= --[y-HE+@-a]; Fe= [0-95 +]; 
Di u 6 E in, CB (m) 
ee + ea], 
in Folge der Gleichungen («.): 
ou m . ar ö Oun BER. x 
Gm EU rn 


es verschwinden demnach in der Gleichung (d.) die Coefficienten von 


- SR OYy . 
Od’, auc. da”, so dafs der Ausdruck von Ep derselbe ist, man mag 


‚&ß, oe... als veränderlich oder als constant betrachten. Wenn aber 
die ese letztern Grölsen als constant angesehen werden, drückt die Glei- 
chung % (u, U, ,....4,)=0 den Ort des Punctes P, für den Fall dafs 4, 
oo.. Z” feste Puncte sind, aus. Die Tangente im Puncte P des erst- 
genannten Ortes füllt demnach mit der Tangente desselben Punctes P im 
letztgenannten zusammen, und man kann daher den folgenden Satz aufstellen: 

5) Wenn ein Punet P sich in einer Ebene so bewegt 

dafs die Länge der Normalen, die von diesem Puncte an eine 
beliebige Anzahl gegebener, in derselben Ebene liegender 
Gurven gezogen werden können, in einer bestimmten durch 
eine einzige Gleichung ausgedrückten Relation stehen, so 
ist der Ort des Punctes P so beschafien, dafs die Tangente 
ım Puncte P mit der Tangente derjenigen Curve zusammen- 
lällt, in welcher der Punct P liegen würde, wenn die beweg- 
lichen Normalen statt sich auf den gegebenen Gurven fort- 
zuschieben, sich um die dem Puncte P entsprechenden Durch- 
schnittspuncte 4, 4, .... 4) drehten. 
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Um aus diesem allgemeinen Satze einige andere herzuleiten, wollen 
wir annehmen, der Punct P soll so liegen, dafs die Summe der Qua- 
drate der Normalen eine gegebene constante Grölse sei. Nach einem be- 
kannten Satze ist nun der Ort des Punctes P, wenn die Puncte 4, 4, ... 
... 4” fest sind, ein Kreis, dessen Mittelpunct der Schwerpunet von 4, 
A, oe... A") ist, und hieraus haben wir nun unmittelbar den folgenden: 

6) Wenn ein Punet P in einer Ebene sich so bewegt, 
dafs die Summe der Quadrate der Normalen, welche von die- 
sem Puncte an eine oder mehrere Gurven in derselben Ebene 
gezogen werden können, einer gegebenen econstanten Grölse 
sleich ist, so geht die Normale des Ortes von P durch den 
Schwerpunet derjenigen Puncte, in welchen die vom Punete 
P an die gegebenen Curven gezogenen Normalen diese Cur- 
ven schneiden, 

Wir wollen ferner annehmen, die Summe (oder die Differenz) zweier 
Normalen, welche vom Puncte P aus an eine oder zwei gegebene Curven 
gezogen werden, sei constant. In diesem Falle ist der Ort des Punetes 
P, für constante Pımete A, 4, eine Ellipse (oder Hyperbel) und 4, 4 
ihre Brennpuncte. Daher: 

7) Wenn ein Punct P sich in einer Ebene so bewegt, 
dafs die von diesem Puncte aus an eine oder zwei gegebene 
Curven gezogenen Normalen P4, P4' eine constante Summe 
(oder Differenz) bilden, so halbirt die Normale (oder Tan- 
sente) des Ortes von P den Winkel AP4', welchen die beiden 
Normalen einschlielsen. 

3. 

\Yenn nicht die Längen der Normalen, sondern die Längen der 

vom Pımete P aus an die Curven gezogenen Tangenten in einer bestimm- 
ten Relation stehen sollen, so ist die Lage der Berührungslinie im Puncte 
P nicht mehr von der Krümmung der gegebenen Curven in den Puneten 
A, A, 2... 4”) unabhängig. Denn statt der Gleichungen («.) hat man 
jetzt die Gleichungen: 
(.) G-P-aem)=09; GI) 0 ee EN)-PEEN) 0, 
und in Folge dieser Gleichungen sind die Coelflieienten von 02, Ca, ... 
... 06%” in der Gleichung (d.) nicht gleich Null. Setzt man aber für 
eu l 


A 1 
C . o r \ \ 
—Z und = die sich aus (b.) ergebenden Werthe — 7 —£) und —/xr—»): 
c) ox ie u Be | 
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Hr ., Oz Öle: ze u 
‚ und für —Z, 0... =— die analogen; ferner für dx, 
U OX 
oy—por, oy—p '0x 





etc., 


Od, 2... 6a” die sich aus («e‘.) ergebenden T 


—a)g Ti )gq‘ 
/ . m . “An © 0° ß 0°, y1 
wo 9, 9° die Differential- Coefficienten -—;;5 = 
0a 
hält man aus (d.) 


dar 
(ow 41 1 ) oew 41 1 „'? 
2 Hr] Hr (rer 


(ou u qJ Ou, U, 


oW 2 (: (i+p° N ow 1 9% ui 
2 or. u " Be: Puh + Ur a m g‘ 

1+-n 1--n?) 
BIER oo; a hei, 


ULVe b) 
y 
welche nichts anders u die RER IPER der Krümmungs-Mittelpuncte von 
/ 


etc. bezeichnen, so er- 





oder, wenn man [3 En: —_. 





\W 


A, 4A' etc. sind, durch ö, ö etc. bezeichnet: 


An oy 1, „41 Aalı 
1. v—0) t7 .— yv—öN)+t [or +[E. (u r7 . EM + |. 


etc.; Y, Y 


Ist z. B. die Summe der Quadrate der Tan: senten eine constante 
Gröfse. so dafs man hat 
b) 


2 2 
(u,7 ME u” +u, ne en 
so ıst wi 


ow 41 ow 1 


-——— 
“ — r “ ° ” * © r . 


ou u Ol, Mr OUn Un 
und für diesen Fall entsteht aus der obigen Gleichung: 
| ) ’-L er rl De ‚(n) 
I» — 0 +0 +- ek N | d Yy _ 5 ’ +7 + +7 1: or = —(), 
’ . n —1 


nı u 1 
Die Gleichung der Normale im Puncte xy des Ortes von P ist daher 
+ +....409) 


ig 1 ; 
); — un cl s a Ken 
Y v+r'+....+ 7 ( 
n—+1 


wenn die laufenden Coordinaten dieser Normale durch X, Y bezeichnet 














XC— 


werden. älieraus ist klar, dafs die Normale durch den Schwerpunet der 
Krüummungs-Mittelpunete geht. Wir haben daher folgenden Satz: 


8) Wenn ein Punct P sich in einer Ebene so bewegt, 
dafs die Summe der Quadrate der Tangenten PA, P4 etec., 
welche von diesem Puncte an eine nder mehrere in dersel- 
ben Ebene liegende Curven gezogen werden, constant ist, so 
geht die Normale des Ortes von P durch den Schwerpunct 
der Krümmungs-Mittelpuncte von A, 4 etc. 
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Es seien ferner nur zwei Tangenten von P aus gezogen und diese 
seien einander gleich, so hat man 
Vlu,uzeecch,) Uu—u = 0; 
daher ow 4A 1 ow 41 1 





—- ,- = ud ——=——, 
foleliel cu u u vn. "5 ” 
oiglcn d— 0) Oy — (y'—y) oc —=0. 


Die Gleichung der Normale ist also 
Y 


und diese Linie mithin der Verbindungslinie der Krümmungs-Mittelpuncte 


Pe 
vom y_ r- (A 2 x); 


/ 








parallel, oder 

9) Der Ort der gleichen Tangente an einer oder zwei 
ebenen Gurven ist so beschaffen, dals dieTangente in einem 
Puncte P desselben, auf der Verbindungslinie der Krüm- 
mungs-Mittelpuncte der zugehörigen Berührungspunecte an 
den gegebenen Curven senkrecht steht. 

4. 

Wir haben oben gesehen, dafs die Lage der Berührungslinie im 
Puncte P unabhängig sei von der Krümmung der gegebenen Curven in 
den Puncten A, 4‘ ete., es mag & eine Form haben, welche man will, 
wenn nemlich für den Fall der von P aus gezogenen Tangenten p, p‘ etc., 


p) IM 
vb y—h 


co — a’ 2 — a! 
gezogenen Normalen, „yIY—B’ + (e— a)’; vIy — EN + —e‘) 
die Functionalgröfsen in % sind. Es kann nun gefragt werden, welches 
die Functionalgrößen in % sein müssen, wenn vom Puncte P aus gerade 
Linien an die gegebenen Curven gezogen werden, die diese unter irgend 
einem bestimmten Winkel schneiden, damit die Lage der Berührungslinie 
in P von den Krümmungen der gegebenen Curven ın Z, 4 etc. unab- 
hängig seien. Eine leichte Rechnung ergiebt für die Form dieser Func- 
tionalgrölsen im Allgemeinen: 

2 — Arc (tanz «wi 


2 vl — PB’ (er — %)’], oder 


u - 
Arc (tang ) i Ir — BP’ + tr —o)’]', 





oder was dasselbe is etc., und für den Fall der von P aus 


21 


ı eic. 


e 


x, 


e 


wo a die trigonometrische Tangente des Winkels bedeutet, unter welchen: 
die gegebenen Curven von den beweglichen geraden Linien geschnitten 
werden, und wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet. 

18 ° 
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17. 


Observatıo pertinens ad solutionem aequationum 


indeterminatarum secundi gradus, 
(Auctore Ferd. Minding, Dr. phil.) 





A equatio ae +2bxyte=+N, cuius determinantem A=b’—ac 
positivum non quadratum supponimus, solvitur per integros inter se pri- 
mos ope fractionis continuae, quae exprimit unam vel alteram ex radicibus 
aequationis quadratae: av +2b5v-+-c=0. Evolutio radiceis v ita fieri so- 
let, ut fractio continua terminos negativos non contineat. Qua lege ob- 
servata, demonstratur, si numerus / radicem quadratam determinantis 4 
non excedat, solutionem aequationis propositae necessario aut nullam omnino 
esse, aut in periodo fractionis continuae © inveniri. — (Cf. Legendre 
Theorie des nombres, $. Xll. 

Jam vero videamus, qualem usum praebeat methodus ab illa supra 
indicata paullulum diserepans, qua loco numeri integri maximi in quovis 
denominatore completo fractionis continuae obvii assumatur numerus integer 


j ” . AÄ J . 
ad denominatorem completum (qui est formae ne], desienando per J 


et { numeros integros) proxime accedens, neglecto eo discrimine, utrum 
sit maior ıllo an minor. 


Ouod si hac lege evolvitur fractio continua, radicem v exhibens, sit 
* 5 . .,® vVA+J . 
denominator aliquis completus positive acceptus = 7577, numerus In- 
VD-+J 


A' 





teger proxime accedens = «&, denominator insequens 
VALJ__ 


‚„ Jam erit 





+ ars unde fit: 


D 
J+-J/ = Da.A= J”"+DD, 


In his aequationibus D et D’ non necessario paribus signis erunt 





praediti; facile tamen perspieitur, primum, fractionem continuam in forma 
proposita non minus quam in forma solita (ubi omnes terminos positivos 


habet) periodicam fore; deinde, quoniam in formae solitae periodo D mi- 
nor est quam 2y 4, eandem legem etiam in forma proposita locum ha- 


VA e | . ” . » 
bere. Praeterea un neglecto signo, maior est quam 2, si fortasse 


primum terminum fractionis continuae v excipias. 
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ALJ 
D 
fractionem minorem quam 3, evenit: 
vA+J=Da+Dw, sve YA=J’+Dw; !=yA7Dwuw. 


Unde, quia Dov<<y A, sequitur J’ positivum esse atque minorem quam ?yA. 


Jam quia generaliter =e+w, maior quam 2, indicante w 


Ut exemplum huiusmodi evolutionis proponatur, eligamus numerum 
v97. Invenitur: 























en 1 
v7 =10— v7 =1—-—, 
I u — 

auch u Bei 
14V7 _3_ ee 

Ö .. u 
13+V 97 3 N 

— 3— 0. mn 

) en 
144+V97 _ 3— etc. 

11 2 
s+V7 _ 6_ 

5 — 
104-7 % —= 20 — etc. etc. 

1 


Designetur per - valor approximatus radieis v, aequationi 
o q 


ap -t+rbpg co” = +D 
satisfaciens, in qua signum numeri positivi D, minoris quam YA, datum 


) . » . [7 . . . “ “ 2 ® 
est; evolvatur pr in fractionem continuam, admissis terminis negativis; iam 


. . . . u [ € > . 
duo casus distinguendi sunt: prior, quo fractionis continuae Fr denomina- 


tor extremus est numerus integer maior quam 2; alter, quo est =?. 


Sit e, valor fractionis continuae, reiecto denominatore extremo, 

iam habetur in casur priori sine ambiguitate: 
pr’ a = e+l au =—1. 

Fractio e ut inter eas Iractiones convergentes reperiatur, quae per 
evolutionem radieis v a nobis propositam prodeunt, conditio necessaria at- 
que sufiiciens hacc est, ut denominator completus insequens x cadat ex- 
tra limites +2 et — N. 


rt) WERE. den. u 
Jam habetur v = give = Dr 








"(e) 


In quam formulam si substituatur valor ipsius he, qui est 
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Vu -YA= - +D 


a yi Vasd)+va' 








evenit: 





Ö 
q 0 
2 Zi = 20 
rt, e. 7 
In liac formula signum ipsius D datum esse supponitur; signum autem 
numeratoris pe ndet a signo numeri vAı ın ea radıce v obyi 10, ad cuius valo- 


rem iB al ‚propinquat. 
I 


| eo ’ aD . . r 
Unde naneisecimur, neglecto termino + zZ qui quovis dato minor 
aceipi potest, sine ambiguitate, aut: 
g° 2vV A < 
J En d ä g 
sr—- =1777 u s+- — 
+ y 5 D > u. q 
Jam qua 9 =g’u+9”, >23, 97° <-g, necessario est 7 I_ fractio p0- 
Ä q 
sıtıva minor quamı 
loitur sı 2 „ D<y A, — x necessario est maior 


uam 2. Quod sı vero 
2VA q° Si 9 4 

. —— — 2, collieitur 3 Es 

D q 4 Kaps > Bu u * 

\ 2vV A r u; 1A. condilioni = _. 

igitur Si u >2, <zy 4, condıtıonı quaesitae satisfactum est. 

Altero casu, quo fractionis continuae terminus extremus =, requiritur 
ut z sit positivus ac maior quam 2. Jam autem hoc in casu valor 700 pgy’—9p° 


pro libitu aceipi potest siv 2 MAR l, ssve=— 1. Praeterea, aeque ac in casu 


2vVA . 2 ” . 
praecedente, habetur z +» — =pg—gp -—-, Aceipiatur 7- ita, ut valor 
= 7 


n FR . q° 2 ’ 
ro +1 fiat positivus, sive s+ I — ! Habetur 9 = g°.2+ 9%, 
( 
q° A : o . .,. 
unde 7- nisi est minor quam }, certe minor quam 1. Quare z erit positivus 


g 
2VA a 
et maior quam 2, si T 2, vel D<3YyA. 


Unde concludimus: 
Ouando proposita aequatione indeterminata: ax +2bxytcey’=+D, 
in qua A=b’— ac numerus positivus non quadratus, D minor est uamzy 4; 
evolutione alterutrius radieis v aequationis «av +25v-+c = 0 in fractionem 
continuam, admissis terminis negativis quam celerrime convergentem, semper 
decidi potest, utrum proposita solutionem per integros admittat nec ne. 
Hoc theorema ad aequationes in quibus D=1 (quas maximi momenti esse 


constat), applicari semper fere potest, quia paueis casibus exceptis, YA>3. 
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18. 


Auflösung einer astronomischen Aufgabe. 


(Von Herrn Th. Clausen zu München. ) 





Die Aufgabe: „Aus dreien gemessenen Höhen dreier Sterne und den 
Zeiten der Uhr die Zeit, Polhöhe nnd die unbekannte Collimation des In- 
struments zu finden,” ist meines Wissens noch nicht aufgelöst worden; 
weswegen die folgende Auflösung einiges Interesse haben dürfte. 


Nach einigen sehr bekannten Transformationen der sevebenen Grö- 
fe) >... 
[sen redueirt sie sich auf folseende sphärisch - trigonometrische Aufgabe: 
5 l = = 
„Aus den Unterschieden der Entfernungen eines Puncts von den drei 
Spitzen eines gegebenen Dreiecks, die Lage dieses Punctes zu finden.” 


Es seien die drei Seiten des Dreiecks Z, /‘, 7; die resp. gegen- 
überstehenden Winkel «a, «@‘, a’; und die Entfernungen von den resp. Win- 
kelspitzen <-+0, z’+0, z’+0, wo also ö unbekannt ist. Nennt man nun 
die Winkel zwischen 2 und +6, zwischen 2 und z”-+0d, zwischen u, 
und 2’ resp. x, x’, x, und bemerkt, dafs allgemein, wenn «, «‘, «” die 
drei Seiten und 4,4‘, 4 die ERRENREE Winkel eines Dreiecks sind, 
sinz Velen = 
sin 3 (@a’ + @'— , tang 24, 
so hat man, wenn man noch aufserdem ur 


sin 3 (’’—z’4+ 4 





. ; — 
tangz 4 











m — 
9 ee Ya ı jit 
13 3/2) 
er er T— 4’) 
2 sin; (+: — x’)? 
vn} sin R V—x - z’’) 
mn WR: REICHE 
sin L(P- z—z")? 
> / . BEN nö em " f ’ 5 
fang 3 (Q - x) = 9 tanı 5 er — x) 
BE. / 
tang ze =g tangz a, 
dd \ 
tangz x = gtangz (ae + x"). 


Substituirt man die zweite dieser Gleichungen in die dritte, so er- 


orebt sich: 
= bt sic e’'tang za’ g’ s''tang! x’ 





T — 
tangzr = Er 


Hta or] / 
L m 3% 


Aa j 
l in 3 (Ll 
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Aus der ersten findet man: 














ui ie gtangza— tangl (a’+ x’) 
=. gt laugzatangz (a’+x’) * 
Macht man nun 
tang} a’ = m sin, gtangza = m’ sinM’, 
g' = mcosM, —1=m'cosM', 
1 = nm, g=nsmN‘, 
— g’tangza”” = ncosN, tangza = n'cosV', 
so wird: 
g’msin(M +3) __ m’sin(M’+3a-+30°) 
nsin(N+ix) °  n'sin(N ia ix)? 


oder 
g'mn‘[cos(M — N'— 3@') — cos (M +N + 3$a'+r)] 
—= m'n|cos(M—N + 3«@) —cos(M-N +30 +xr')], 
setzt man daher: 
ER ü MI NY’ / ‚//M' N i 
g' mn‘ cos(M + N’)— m’ncos({M'+ N) = hcosH, 
g' mn‘ sin (NM -+ N’) — m’n sn (MN) = Asın H, 
so erhält man 
h cos(h+ 3 e'+ x‘) = g" mn’ cos (M—N'— 3a‘) — m’ncos(M—N + ir), 
wodurch also die Aufgabe gelöst ist, da nach der Bestimmung von x‘ die 
übrigen Grölßsen sich sehr leicht ergeben. 


München, den 20. Februar 1831. 
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19. 
Memoire sur P’equilibre interieur des corps solides 
homog£nes. 
(Par MM. Lamd et Clapeyron, Colonels du Genie au service de Russie. ) 





Rapport 
fait par MM. Poinsot et Navier a Vacademie des sciences de Paris dans la 
seance du 29. Septembre 1828, sur un memoire de MM. Lame et Clapeyron, 
concernant l’equilibre interieur des corps solides homog£nes, 

L’acadömie nous a charges, M. Poinsot et moi, de lui rendre compte 
d’un m&moire presente par MM. Lam&e et Clapeyron, anciens (löves 
de l’Ecole Polytechnique, ing@nieurs des mines, actuellement au service de 
Russie. Ce memoire, qui n’est pas le premier ouvrage qri lui ait Öt& sou- 
mis par ces jeunes savans, a pour objet la recherche des conditions de 
’&quilibre des corps solides lastiques, lorsque ces corps sont exposds A 
l'action de diverses forces qui tendent a en changer la figure. On sait 
que les questions de ce genre ont attir@ Tattention de plusieurs illustres 
scometres, parmi lesquels on peut citer Leibnitz, Jacques Bernoulli, 
Kuler et Lagrange. Neanmoins elles n’ont te traitdes jusqu’a present 
gu’en adınettant certaines hypotheses qui conviennent seulement ü des cas 
particuliers et fort restreints, et d’apres lesquelles on n’a pu se former des 
notions suffisamment exactes et etendues sur la nature des phenomenes 
qui sont dus A cette propricte physique des eorps solides dsignde sous le 
nom d’&lastieite. MM. Lame et Glapeyron ont voulu traiter les mö- 
mes questions d’une maniere gencrale, et exprimer au moyen du calcul 
les loix de ces phenomenes, qui sont du domaine de la physique et de 
l’art des constructions, et qu'il importe beaucoup aux ingenieurs de con- 
naitre et d’apprecier avec precision. 

Les recherches de ce genre, dont on trouve des modcles dans les 
thcories du mouvement des fluides et de Ja distribution de la chaleur, 
comprennent ordinairement deux parties principales. On exprime d’abord 
par les formules analytiques des conditions generales qui conviennent ü un 
corps d’une figure arbitraire, sollieite par des forces Cgalement indetermi- 

Crelle’s Jonmal d. M. Wil. Bd. 2. Oft 19 
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nees; conditions qui dependent seulement des loix connues de V’equilibre 
des forces, et de la nature physique du systeme que l'on considere. H 
faut ensuite particulariser ces resultats generaux, en les appliquant aux 
divers cas qui peuvent se presenter, et obtenir, pour chacun de ces cas, 
la connaissance des eflets qui sont l’objet de la recherche, en ayant Cgard 
en me&me temps aux conditions generales, a la figure partienlire du corps, 
et aux forces donndes auxquelles il est soumis. Si lon veut employer 
les expressions usitees par les geometres, les deux operations que nous 
venons diindiquer eonsistent dans la recherche des @quations dill@rentielles 
propres a la question, et dans lintegration de ces @quations, 

Quant ä letablissement des @quations diflfErentielles destinees a re- 


presenter les conditions generales de l’equilibre des parties des solides ela- 


stiques MM. Lame et Glapeyron ont admis le m@me prineipe, et pro- 
c@de de la m&äme manicre que un de nous lavait fait dans un memboire 
qui a ete prösente A l’AcadÖmie en 1821, publie par extrait dans le Bul- 
letin des sciences de la societe philomatigue en 1822, et imprime en en- 
tier lannee derniere dans le tome VII. de nos memoires. Ils parvien- 
nent ä des @quations semblables a celles qui avaient et@ donnees dans cet 
eerit. On doit seulement remarquer qu'ils ont d@duit direetement du prin- 
eipe dont il s’agit les @quations determinees relatives aux points de la sur- 
face du corps, et qui font connaitre aussi les pressions ou tensions inte- 
rieures; tandis que, dans le m@moire de 1821, ces @quations avaient ete 
obtenues par les methodes de la mecanique analytique. Nous som- 
mes obliges de rappeler ici que ce dernier memoire contient la premiere 
idee de la question, et les fondements des recherches relatives aux corps 
@lastiques. MM. Lame et Glapeyron n’en faisant aucune mention, on 
doit penser qu'ils n’en avaient pas connaissance, et qwils sont parvenus 
de leur eöte aux mö@mes resultats. Ils ont d’ailleurs poursuivi avec suc- 
ces le genre de recherches qui etoit Tobjet de cet Eerit. 

Les auteurs nomment dilatation le rapport de la variation que 
subit le volume d’un @lement du corps par l’effet du changement de figure, 
au volume primitif ou naturel de cet @el@ment. Ils donnent l’expression 
de ce rapport en fonction des deplacemens des molecules, et une @qua- 
tion diflerentielle gencrale a laquelle cette expression doit satisfaire. On 
remarque que cette “quation, dans le cas particulier ou les forces appliquees 
aux points interieurs du corps sont constantes ou nulles, ne differe pas de 
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P’equation a laquelle doit satisfaire l’expression de la temperature des points 
d’un corps solide, lorsque le mouvement de la chaleur est devenu con- 
stant, et que cette temperature ne varie plus avec le tems. 

MM. Lame et Glapeyron ont etudi& les loix generales des de- 
placements des molecules interieures des corps €lastiques, et des pressions 
ou tensions qui s’etablissent entre leurs parties. Ils ont reconnu, d’une 
part qu’un @l@öment du volume, dont la figure serait, dans l'ötat naturel 
du corps, une sphere d’un rayon tres petit, se changeait toujours en um 
ellipsoide; d’autre part, quiil existoit toujours parmi les pressions interieu- 
res trois pressions principales perpendiculaires entre elles, donndes par les 
racines d’une @quation du troisieme degre, et qui correspondent aux demi- 
diametres d’un autre ellipsoide construit sur les m@mes axes que le pro 
mier. Les rayons vecteurs de ce dernier ellipsoide representent les pres- 
sions qui ont lieu autour du centre dans toutes les directions. II existe 
de plus une troisieme surface du second degr@e, construite sur les mömes 
axes que ces deux ellipsoides, et telle que si l’on mene ä cette surface 
un plan tangent, le rayon vecteur dirige sur le point de tangence, et con- 
sid@r@ comme appartenant au second ellipsoide, represente la pression ou 
tension qui est exercde au centre commun sur un @l@ment superliciel paral- 
lele ü ce plan tangent. Le memoire contient les dquations de ces sur- 
faces, et la discussion des cas ou les parties du corps dtant pressdes dans 
tous les sens, ou tirdes dans un sens et pressces dans un autre, la der- 
niere surface du second degre est un ellipsoide, ou la reunion de deux 
hyperboloides conjuguces a une et a deux nappes. On voit ici des eflets 
assujettis ü la loi de continuite lies entre eux, et reprösentdes au moyen 
des proprietes des surfaces du second degre. Ges resultats, dont diverses 
th&ories appartenant a la geome£trie et a la mevanique ont dejü donnd des 
exemples, ont l’avantage de faire connaitre completement, et sous des 
formes que lesprit saisit avec facilite, les modifications subies par les par- 
ties interieures des corps. 

La partie des Exercices de mathematigues de Mr. Cauchy qui a 
et publiee Vannde derniere eontient plusieurs propositions relatives aux 
pressions interieures qui ont hieu dans un corps solide, analogues aux pre- 


cedentes, et dont «quelques-unes avaient et© donndes anterieurement par 

Bun 4 \ gi . 

Mr. Fresnel. MM. Lame et Glapeyron remarguent que la theorie 

exposee dans leur ouvrage differe essentiellement de celie quiavait adoptee 
19 * 
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Mr. Cauchy. Nous nous abstenons de parler des recherches qui ont ete 
publides apres la presentation du memoire qui est lobjet de ce rapport. 


Apres avoir donne les &quations et les propositions generales qui ap- 
partiennent a la theorie des corps lastiques, les auteurs traitent diverses 
questions spCeiales. Ils considerent successivement un prisme soumis a 
une pression ext@rieure constante, et tire dans le sens de sa longueur; 
un corps de forme queleonque presse exterieurement; un eylindre soumis 
egalement a une pression exterieure constante, et tordu par des forces 
appliqudes aux extr@mitds, que Von suppose infiniment &@loignees; un cy- 
lindre ereux presse en dehors et en dedans avec des forces dillerentes; 
une sphere pleine, dont tous les points s’attirent en raison inverse du 
quarre des distances; enfin une sphere creuse soumise en dedans et en 
dehors “ des pressions inegales. Les solutions de ces questions dans les- 
quelles les d@placemens des points sont donnes par des expressions tres 
simples, et qui se presentent en quelque sorte d’elles-m&mes, offrent les 
moyens de determiner de plusieurs manieres, d’apres les resultats des ex- 
periences eonnues, la valeur d’une constante qui entre dans toutes les for- 
mules, et qui peut röpresenter Vintensit@ de la resistance que les corps de 
charmıe espece opposent au changement de figure. Ces solutions condui- 
sent a diverses consdquences remarquables. On trouve, par exemple, que 
lorsque la pression interieure qui a lieu dans um cylindre creux (qui est 
suppose d’une longueur infinie) depasse une certaine limite, il n’est pas 
possible, quelle que soit Vepaisseur donne a ce cylindre, de le rendre ca- 
pable de resister ä la rupture. Dans le cas d'une sphere pleine dont les 
points s’attirent en raison inverse du quarre des distances, on trouve qu’au 
centre la pression interieure est dgale au poids qu'auroit a la surface de 
la sphere une colonne de la matiere dont cette sphere est formee, la lon- 
gueur de cette colonne etant les 3% du rayon. A une petite profondeur 
au dessous de la surface, la pression dans le sens du plan tangent est 
gale au poids d’une semblable colonne dont la hauteur seroit les z du 
rayon de la sphere. Les parties d’un semblable globe voisines de la sur- 
face sont done comprimees lateralement avec une force extrömement grande 
comparativement au poids de la colonne de matiere dont elles sont char- 
gees dans le sens du rayon. 

MM. Lam& et Clapeyron ont reseryv& pour le dernier chapitre 
de leur memoire plusieurs questions dont la solution comporte une ana- 
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lyse d’un ordre plus eleve. Ils s'occupent en premier lieu d’un corps cy= 
lindrique pesant, d’une longueur infinie, aux points de la surface duquel 
sont appliquees des forces distribudes d'une maniere arbitraire; puis d’un 
espace solide d’une etendue ind@finie terminde par un plan ou par deux 
plans parallöles, en supposant @galement des forces quelconques appliquees 
aux points des plans qui forment la surface des corps. La premiere 
de ces recherches donne une solution generale des probl&mes de la ten- 
sion et de la torsion d’un corps cylindrique. La seconde conduit a une 
relation remarquable, et fort simple, entre la condensation et la dilatation 
qui a lieu pres de la surface d’un corps solide, et la pression ou tension 
appliquce a cette surface, et qui est la cause de Feffet dont il s’agit. On 
voit reparaitre dans ces recherches les formes analytiques au moyen des- 
quelles les «questions les plus diffieiles de la theorie de la chaleur ont te 
resolues, et qui semblent destinces desormais d donner aux geometres les 
expressions des loix math@matiques des ph@enomenes naturels les plus im- 
portants et les plus divers. 

La theorie qui est lobjet de ce m&moire est nouvelle. Cette thdo- 
rie a depuis quelque tems attir& Tattention de plusieurs gdometres, qui ont 
present‘ sur ce sujet des notions qui ne s’accordent pas entierement entre 
elles. Quant aux principes adoptes par les auteurs l’opinion de l’un de vos 
commissaires, au moins, ne peut @tre douteuse a cet @gard, puisque ces 
prineipes ne different point de ceux qu'il avoit &tablis depuis longtems dans 
un eerit, dont il a &t@ question ci dessus. Cependant, comme le tems et 
l'assentiment general sont necessaires pour fixer entierement les idees sur 
des objets de cette nature, il ne conviendroit pas de proposer ici ü l’aca- 
demie de prononcer sur ce point un jugement positif. Mais, nonobstant 
cette reserve, nous n’hesiterons pas a reconnaitre un merite distingud dans 
le travail de MM. Lame et Clapeyron, et a demander que ce travail 
soit approuve par l’acad@mie, et imprimd dans le recueil des savans &tran- 
gers. Signe ü la minute: Poinsot, Navier, rapporteur. 

L’Academie adopte les conclusions de ce rapport. 


y . ’ » 
Certifi@ conforme: 


Le secretaire perp£tuel pour les sciences math«“matiques. 
B’”". Fourier. 
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Memoire sur l’equilibre interieur des corps solides. 


Introduction. 


. 

Les geometres qui ont etudie la theorie de Pequilibre des corps 
solides, se sont bornes jusqwiei a la recherche des relations qui doivent 
exister entre les forces qui leur sont appliquees, pour qu’elles se contre- 
balancent exactement. La nature de ces relations est independante de la 
constitution intime du corps; elles r&sultent de ce que la distance relative 
des points d’application est supposce invariable. 

Mais cette maniere d’envisager la question, laisse dans une ignorance 
compleite sur la loi suivant laquelle se transmet, d’un point üa lautre d’un 
corps solide, linfluence reciproque en vertu de laquelle action de Tune 
des forces est detruite par celle de toutes les autres. L’&tude de ce phe£- 
nomene est pourtant d’une grande importance, puisque nous voyons que, 
lorsque les forces qui se font Equilibre, acquierent un degre suffisant d’in- 
tensit&, le corps solide, apres avoir chang® de forme d’une maniere plus 
ou moins sensible, finit par se briser. 

Les ingenieurs, dans la pratique de leur art, devant proportionner 
la force de leurs constructions, aux eflorts qu’elles doivent supporter, ont 
sans cesse a s’occuper de considerations de ce genre; aussi ont elles fix 
depuis longtems lattention des geometres, et la science s’est successivement 
enmrichi de formules importantes sur la resistance des solides; mais toutes 
celles qui sont parvenues a notre comnaissance, fondees sur des hypotheses 
plus ou moins gratuites, et presentees comme l’expression empyrique des 
experiences faites par leurs auteurs, occuperaient dans une theorie com- 
plette de l’@quilibre des corps solides, la place qu’on pourroit assigner aux 
(ormules usitees sur le jaugeage des eaux courantes, parmi les loix gen“ 
rales de Ihydrostatique, c’est-a-dire qu'elles seront longtems utiles aux 
sens de lart mais qu'une theorie rigoureuse doit leur servir de base. 

2. 

Un corps solide peut ötre consider comme le lieu geometrique 
d'un nombre infini de points materiels, qui se distinguent du reste de 
lespace par plusieurs proprictes, parmi lesquelles nous citerons celles qui 
ont trait aux phenomenes mecaniques dont nous recherchons la loi. 
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Lorsqu’un corps solide est ü l’&tat de repos, les points materiels qui 
le composent, sont sollicites par des forces ou nulles, ou qui se font Equi- 
libre; mais lorsqu’on exerce une pression a sa surface, celle-ci entre en 
mouvement, l’@branlement se communique aux moleceules interieurs, le corps 
solide se deforme legerement, et se constitue bientöt dans un nouvel etat 
d’equilibre. Ce phenomene, sensible dans certains corps, exige des instruments 
tres delicats pour etre reconnu dans d’autres, mais il existe pour tous. 

Les points materiels places ü la surface, et qui recoivent laction 
immediate de la pression, transmettent cette pression aux molcdeules inte- 
rieures du corps solide, et Eprouvent de leur part une pression @gale, qui 
maintient l’equilibre; ces nouvelles molecules exercent sur des moldeules, 
placdes & une plus grande distance de la surface, une action analogue ü celle 
que les molecules de la surface exercent sur elles. Ainsi se propage, sui- 
vant une loi inconnue, la pression exergee a la surface, jusqu’ä ce quelle 
soit detruite par un obstacle contre lequel s’appuie le corps solide. 

Si la pression exterieure cesse, tout rentre dans l’etat primitif, et 
les pressions interieures cessent en m@me tems, 

3. 

Soit, par exemple, un corps eylindrique, aux deux bases duquel 
on applique des tractions dgales et opposces, il salonge l&gerement, et 
l’equilibre se retablit ensuite. La traction exercee aux extremites s’est 
propagee dans linterieur du eylindre, d'une extremite a Tautre: en effet, 
si Von imagine une section perpendiculaire aux arötes, il est necessaire, 
pour le nouvel etat de l’equilibre, que la partie du corps placde d’un cöte 
de la section, attire celle qui est placee de l’autre cöte, et soit attirde par 
elle par une force @gale ü la traction exerede aux extremites. 

Si celle ci etoit remplacde par une compression, le eylindre, au 
lieu de s’alonger, se raccourcirait, et la partie du corps place d’un des 
cötes de la section, exercerait sur l’autre, et eprouverait de sa part, une 
force repulsive Egale a la pression qui s’exerce sur les deux extremites. 

Enfin, si lon fait cesser les tractions ou les pressions ext@rieures, 


les attractions ou repulsions interieures cessent egalement, et le cylindre 


reprend sa forme primitive. 


4. 
Les changemens de forme d’un corps solide, c’est-ü-dire les va- 
riations dans les distances respectives des points materiels qui le compo- 








PL 
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1: 


D 


sent, sont done toujours accompagnds du d@veloppement de forces attrac- 
tives ou r£pulsives, entre les parties qui le composent; elles naissent, 
croissent et s’annullent ensemble; ces variations et ces forces sont done 
dans une dependance mutuelle. 

Or les proprietes d’un corps solide, ne devant d@pendre que de celles 
des points materiels qui le composent, eux seuls peuvent ötre consideres 
comme les foyers d’ou @manent les forces dont nous venons de parler; se 





rappelant en outre que les tractions, exercdes sur les extremitds d’un cy- 
lindre, donnent naissance A une force attractive dans le sens oü les points 
materiels s’@loignent les uns des autres; et qu’au contraire, une compres- 





sion donne lieu a une force repulsive, dans le sens oü ces points se rap- 
prochent, on est conduit rigoureusement au resultat important dont [e- 
none‘ va suivre, et qui est le fondement de notre th£orie. 

Fi 

5. 










Un corps solide en repos, homogene dans toutes ces parties, A 





a surface duquel ne s’exerce aucune pression, et dont les molc@cules ne 
f I D 





sont sollieites par aucune force acceÖleratrice, est le lieu d’un nombre in- 





= . A ) . . . E f4 . . 
{ini de points materiels, equidistants, infiniment rapproches, mais qui ne 





se touchent pas, et qui jouissent les uns a l’egard des autres de la pro- 





priete suivante: 
Si en vertu d’une pression exterieure ou d’une force accel@ratrice 





qui vient ä naitre tout-ä-coup, deux points pris au hazard se rapprochent 





ou s’eloisnent Tun de lautre, il en r@sulte entre ces deux molecules une 





action ou force repulsive dans le premier cas, et attractive dans le se- 





cond, qui est une fonetion de la distance primitive des deux points et 





de lecartement, cest-a-dire de la quantit@ dont ils se sont rappro- 





, ’ . E_ 
ches ou eloignes. 





Cette fonction pour un m£öme corps est nulle, quelle que soit la 





distance, lorsquie l’@cartement est nul; elle d@eroit tres rapidement, quel que 





soit l’&cartement, quand la distance augmente, en sorte que cette fonction 





devient insensible, des que la distance acquiert une valeur sensible, car toute 





adhesion cesse entre deux parties d'un möme corps s@parees lun de l'au- 





tre par une distance appreciable. 
Selon que cette fonction variera plus ou moins rapidement avec l’e- 






cartement, une möme pression produira un changement de forme, moins 






sensible dans le premier cas, et plus sensible dans le second; le premier 
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est celui des corps rigides, tels que les pierres, les metaux; le second 
est celui des corps &lastiques tels que le caoutchouk. 


6. 

La theorie qui va suivre s’applique au cas ou le changement de 
forme, rdsultant de laction des pressions exterieures, ou des forces ac- 
e@leratrices, est tr&s petit; soit que ces pressions ou ces forces soient elles- 
memes tres petites, soit que le corps que Toon considere ait une srande 
rigidite. Alors la fonction de l'ecartement et de la distance primitive, qui 
reprösente lattraction ou la repulsion, se rdduit au produit de la premiere 
puissance de l’@cartement, multiplice par une fonction de la distance pri- 
mitive, qui, ainsi que nous l’avons remarque, est insensible des que la di- 
stance acquiert une valeur appreciable. 


Premiere section, Equations differentielles. 


7 

Soient x, y, z les coordonnees orthogonales du lieu occupe par le 
centre de gravitG d'une mol&cule queleonque M, situee dans Tinterieur 
d’un corps solide homogene; si des forces aceelCratrices ou des pressions, 
variables d’une molecule a une autre, viennent a troubler Phomogenfite 
de ce corps, chaque mol&cule M s’cloignera de sa premiere position, en 
deerivant un espace dont les projections u, dv, w seront variables d’une 
mnol@cule ü lautre. Le problöme general dont on s’oceupe dans ce me- 
moire, consiste a determiner les fonetions u, v, w de x, y, 5, lorsque 
les circonstances qui ont troubl& Ihomogeneit® sont donnees, et que le 
corps soit assez peu deiorme, pour que Von puisse considerer, dans toute 
son €tendue, u, dv, w, comme tres pefits par rapport aux dimensions 
de ce corps. 

8. 

En exprimant qu’une moleeule quelconque 77, dans sa nouvelle po- 
sition, est en @quilibre, c’est-ä-dire que toutes les Torces attractives 
ou repulsives, qui naissent du changement de position de cette molecule M, 
relativement ä toutes les autres molCeules du corps, font equilibre A la 
force accdleratrice, ayant pour composantes orthogonales A, , Y,, Z,, et 
qui agit sur cette möme moleeule, on est conduit aux frois &quations dif- 


ferentielles: 
Crelle’s Jomrnal d. M. VI. Bd. 2. Hit. 90 
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0, 





’ .. u “ 
A etant un coefhieient constant pour un meme corps. 


Telles sont les @quations generales du problöme propose. (Voyez 
pour leur demonstration la note premicre ($. 15. 16. 17.) ü la fin de cette 
premiere section.) 

9. 

Ba densit@© du corps propos® augmente ou diminue en chacım de 
ses points, lorsqwil passe de l’etat d’equilibre homogene au nouvel tat 
d’equilibre que nous considerons. Or si lon designe par 9 le rapport de 
l'aceroissement d’un volume infiniment petit (Cxdy dz), occupe par un 
certain nombre de molecules, a ce volume lui m&me; cette quantite 6, 
qu’on peut appeler la dilatation, sera variable d’un point a un autre; de 


plus elle sera lice aux fonctions u, vd, w u l’equation: 


© I ) 

re: 
(voyez $. 18. la note seconde). Les ah du corps ou cette fonetion 9 
sera positive se seront dilatees; celles pour lesquelles 9 sera negative se 
seront contraetees; enlin le lieu de tous les points ou Ja densit@ du corps 
n’aura pas change ou sera restee la möme que dans le cas de l’homost- 


(4 
» 


. 4 4 Fr | “ 
nette, sera represente par T’equation 


- rn 


U 


+: ev, 2 
A ; 
er 


(T.) peuvant s’eerire ainsi: 


ÜxX 


dw 


% 


+ 


“ . vr? .® u \ 
obtient en les difl@rentiant, la premiere par rapport a x. Ia seennde 
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par rapport a y, la troisieme par a = et les ajoutant: 











ed 00 0?40 1 0oZ 
u P= ) a 
0x” ey? oE- 3A Oz 





Cette @quation pourra servir a determiner ie ), on la loi de la 
dilatation, lorsque les composantes Ä,, F,, Z, seront donndes en x, Y, ©. 

Lorsque la force acceeleratrice agissant sur chaque moldeule sera 
constante dans toute Vetendue du corps, et y aura constamment la m@me 
direction, ce qui comprend le cas d’un corps pesant, situe a la surface de 
!a terre, et peu etendu relativement au rayon terrestre, lequation prece- 
dente se reduit a: ME}) 20 9 


— - . ey _— 0, 


Iar“- ur 
cd} Oz 








cox* 
On conclüt de la que les dilatations ou contractions qu'un corps solide, 
homogene et pesant, Eprouve intÖrieurement, lorsque sa surface est sou- 
mise ü des pressions quelconques, mais non assez fortes pour le deformer 
d’une manicre tres sensible, satisfont a l’equation diff@rentielle qui lie les 
temperatures permanentes des differents points d’un corps solide, expose 
a des foyers constants de chaleur, ou m&me les dilatations ou contractions 


ui doivent resulter de ces tempe£ratures. 


11. 
Pour integrer generalement les quations du $. 8., il convient de 
chercher d’abord Yintegrale generale 5 ($. 10.), et de la substituer dans 
ces @quations, mises sous la forme: 


nn, no r 


\2 ‚2 ‘2 5 4 \ 
4 lL ( tt . ( U N rn ( r 
nn Eee 2}. „läd „ SEES TEE ee 

n 2 8 | N) .& | a 1 4 0, 





| 











x ey Ö: 0x A 
2 N) 2 2 n Y 
4 7 uU°’Vv vV 5 UV f er 0 
Ux* 137 T 5 45T Dr sm 
u te de 00 Bi 0: 
0.x* 0y° 0;? "zz 7 Prallii 


: En z » . 7 N] > / 4 e) E « tr „ lifie ” ti 7] Ye) f ıl a 2 

on ıntegrera ensuite generalement ces equations diiierenuelles, et ıl ne re- 
N . [4 r . 4 

stera plus qua exprimer que les valeurs generales de z, v, ww, 3, satisiont 


a Yequation: . b f 
i ß ou „ OV cw 


Da’ oYy GE; 

Ges integrations n’offrent par elles mömes aucune difheult@ nouvelle; 
mais les fonctions arbitraires qui emtreront dans les integrales senerales 
obtenues, doivent etre determindes d’apres les conditions donnees du nou- 


vel tat d’quilibre, et cette determination exige des recherches particulie- 
20 * 





“ Y 3 “ . 
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vs, our la facıliter il convient d’envisager la question sous un auıfre 
point de vue, et de d@montrer les @quations du $. 8. d'une autre manicre. 
12. 

Imaginons un plan P, parallele au plan coordonnd des y2; situe 
a une distance x de ce dernier, et coupant le corps solide propose. Con- 
siderons un eylindre tres delie, situ@ en deca du plan P, ayant une base 
tres petite zo sur ce plan, et ses arctes paralleles aux x; les molecules 
du corps situces au delä du plan P, ayant change de position relative- 
ment ü toutes les molecules situces en deca dans Vinterieur du cylindre 


gemens des forces attractives ou repulsives, 


a base ww, il naitra de ces chan 
qui tendront a deplacer le eylindre; si Von designe par wÄ, wF, wZ 
les composantes de la r@sultante de ces actions, on trouve, en se fondant 
. . (4 
sur les prineipes pr@cedemment developpes: 
s n Ou UV 7 Ww + ev ou ow ou 
volle), Faaker), Zeiler), 
. ox ' Y 0z/? en ’ 0X Tr 7: ’ 


A etant toujours un co@lhicient numerique dependant de la nature du corps. 


J 


( 
cd 


Si les composantes wvÄ, wF, wZ sont positives, c'est que le eylindre 
tend a ctre entraine dans le sens des x, y, ou  positifs; si elles sont 
negatives au contraire, c'est que ce cylindre tend a marcher du cöt@ des 
2, % 2 neyatils. On pourra dire que dans le premier cas la portion du 
corps situce au dela du plan P attire la base w, et que dans le second 
elle la presse ou la repousse. (Voyez la note 3. ($. 19. et 20.) pour la 
demonstration des equations precedentes.) 
13. 

Si le plan P est parallele au plan des zx, et situe a une distance 
y de Torigine, que le eylindre a base w ait ses arctes paralleles aux y, 
et que zu’, wF’, wZ’ representent les composantes de la resultante des 
actions exereees sur les molceules interieures a ce cylindre, par toutes 
celles situdes au delä du plan P, on trouve pareillement: 

vlt rear tr) Zelt). 

Enlin si le plan P est parallele au plan de xy, et situ@ a une di- 
stance s de lorigine, que le cylindre ait ses arötes parallöles aux z, et 
que wX”, wY", wZ‘ representent les composantes de la resultante des 
actions exereees sur le cylindre par les moldcules du corps situees au des- 
sus du plan P, on trouve: 
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xu_ fe nn um); P'— 4 > + u} z=4(" x +3 a = I nn, 


0% X 0% oy 0x 
On trouverait les m@mes valeurs, mais affeetces de signes en si, 
dans ces trois cas differens, on supposait que le eylindre, s’appuyant tou- 
jours sur la m&me base vw, fut situ au dessus du plan P, et que Von 
cherchät les actions exeredes sur ce eylindre, par les moldeules situees au 


dessous de ce plan. 


14. 

Les &quations des paragraphes preeedens conduisent aux dquations 
differentielles du $. 8. Pour le faire voir, considerons, dans linterieur du 
corps proposd, un parallelepipede 7%, dont les cotds Ah, k, 2 soient paral- 
löles aux axes coordonnes et tres petits; les moldeules intÖrieures A ce 
parallelepipede, ayant chang@ de position relativement ä toutes les autres 
molecules du corps, ces changemens ont fait naitre des attractions ou des 
repulsions, tendant ä faire mouvoir le parallclepipede, et faisant dquilibre 
aux forces accdleratrices, Etrangeres au corps, qui peuvent lui etre appli- 
qudes; proposons nous de chercher les quations qui expriment que cet 
equilibre a lieu. 

Reprösentons par x, y, z les coordonndes du sommet du prisme 
hkl,le plus voision de Torigine, et soient x‘, y’, 3° les eoordonndes cou- 
rantes; la portion du corps, inferieure au plan x’=.r, exercera sur la base 
kl du prisme, situce dans ce plan, une traction ou Pen ayant pour 
composantes Alx, kly, klz; la portion du corps supcrieure au plan 
r'—=x+h exercera sur la surface kl du prisme situce dans ce Pan une 
traction ou pression ayant pour composante (x+$2 ') kl, (r+: 4 = h)kl, 


0oZ 4 . 
(z + ) kl; ainsi la rösultante des actions exercedes sur les deux bases 


kl du parallelepipede Ak/, aura pour composantes: 
: X eY 0oZ 
a. hkl, —hkl, —hıkl; 
0x 0x 
on trouvera de la m@me manicre que les actions exercees sur les deux 
faces h/, ont pour composantes: 
EX Ay’ oz 
—hkl, ——hkl, ——— hl; 
oYy OYy 02 
et qu’enfin les actions exereees sur les deux faces Ak conduisent aux com- 





posantes: his hkl, De ieh, 


Ö: 















158 19. Luamd et Clapeyron, mem. sur Vequlibre int. des corps sol. homo». 


Toutes ces tractions ou pressions font Equilibre aux resultantes des 
lorces acecleratrices agissant sur le parallelepipede A&7, et qui sont: 
X,hkl, Yıhkl, Z,hk}; 


’ . ” 4 “ 
on a done necessairement nn. u en 











oX 

dx + I R y +3 u —+X, — 0, 

ce} oY’ oY’ . 

ne File. A ans — 

cz '0© y “n =” 2: und 0, 
0oZ 2 n 

rn cYy BT 0, 


Sı lon substitue dans ces en le les valeurs de X, F, Z, 
X, 7, Z,X', Y', Z', trouvees precödemment ($. 12. et 13.), elles de- 
viennent identiques avec “ @quations du $. 8. 





Note pr emiere. D&monstration des Equations diff@rentielles. 
15. 


Soient HM et M’ deux moleceules tres voisines Tune de lautre, d'un 


vorps solide homogene, ocenpant, avant toute espece de derangement de 
part de lorces aceeleratrices ou de pressions exterieures, les points dont 
les coordonm@es, rapportees a trois axes rectangulaires, sont x, 17, 7, .', 
y’, 2/5; soit 5 leur distance. Si des forces aceelcratrices ou des pressions 
ER & E.. \ . £ L B£ 
exterieures viennent a agir sur le corps, chacune des deux molccules M 
et M’ decrira des espaces tres petits, dont les projections sur les trois 


axes seront 4, 9, w pour le premier, u‘, v’ 


‚ w‘ pour le second. Apres 
ce mouvement, et lorsque le nouvel etat d’@quilibre sera retabli, les denx 
moleeules MM et M‘ occuperont des points zn et m’; appelant alors Az la 
quantite tres petite dont elles se seront @carfees, il naitra entr’elles une 
force attractive egale ü la somme de leurs masses, multiplide par Az, et 
par une fonction de la distance primitive Ö, ou /(X), assujetie a devenir 
insensible, des que € acquiert une valeur appreciable. 

La distance MM’ ou L, avoit pour projections sur les trois axes 
e—.ır. y'—y, 2—z; la distance mm’ ou C++ aura pour projections: 
— a t+u—u, y—ytv—v, !—z +w—w. Si par le point m on 
mene une droite zn‘, e@gale et parallöle a MAY, la distance w’ rm’ aura 
evidemment pour projeetions u—u, v’—v, w—w; or en vertu de la 
petitesse des mouvements Mr, M’m', relativement a #—ır, y—y, z’—:, 


la ligne zz zn‘, peut tre consideree comme faisant un angle infiniment pe- 











19. Lamd et Clapeyron, mm. sur T’equilibre int. des corps sol. homos. 159 


"— uU y—y+V—v 
—— } - i 
A 
EB +46 rag 


+ ‚ des angles forms avec les axes par la direction mm’, 





tit avec MM ou mu’, car les cosinus 





a—ı y—y 3: 


r N m des angles correspon- 
dans a la direction MM’ ou mw‘; il suit delä que la difl@rence des di- 
stances mu’ ou Cd, et mm’! ou S+ÄZL peut ötre considerde comme £eale 


a la projection de g’m‘ sur mm‘ ou sur MM’, puisgue ces deux lignes 





different tres 





peuvent &tre considerees comme paralleles. On aura done Al, en multi- 
pliant respectivement les projeetions u—u, v’—v, w—w, de pm’, par 


les cosinus des angles er MH ug fait avec = zn ainsi on u poser: 


X= 





16. 
Soient —x=h, y—y=4k, !—z=]/; A, k, 1 seront des «uan- 
tit@s insensibles, puisque la distance M’M est tres petite;s or u’, v/, 0‘ 
n'etant autre chose que ce que deviennent u, v, w, lorsqu'on substitue 
dans ces fonetions e+7, y+%, z+/, au lieu de x, y, x, on aura, dü- 
pres le th&eoreme de re 


ou C un O u ou Kk? ou 1% 
/ 
uUV—u = — halben ’#5 uni N nn a —— 
Üx k+- Öz 2 o’Yy e'; 0° z? w 
c hl Rs . 
u Eee ee ; WR. en - 2 u zn /: + eic. , 
0x 0Y 0y 06: 0:0x 
et de la möme manicre: 
Or, c ® c :. 
v ER U —— fi en er k _- u, u L - etc. J 
Br oY 2. 


w—w = rl gar 9 r ELTERN 
x 
Ces valeurs substitudes dans A, PER cette quantit@ en Tonction des 
aceroissemens variables 7, 4, Z et des coöffieiens dillerentiels de u, v, w, 
qui pourront @ire regardes comme constants lorsque 7, &, 7 varieront. 
La force qui agit sur la moleenle 2 pour la ramener vers m’, a 
done pour composantes sınvant les trois axes: 


4 = ya 
(u'— u) + (v’—v) € + (10 — ıv) ra | Fig) - ’ 


v 


in 


E ca SEE 
(u — DD — >) Bone m‘ — w) 71 I ({) . 
% E Fu 2 ri Ä % 
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E. ’ En . . & .: 
W— N) + (V—V)— + (wi 0) | FN)— 
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Pour simplifier nous pourrons supposer que les masses des molceules 
M et M’ entrent comme facteurs dans F(£), puisque ne considerant que des 
corps homogenes, nous n’aurons jamais besoin de degager ce facteur constant. 

La force dont nous venons d’@valuer les projections n’est pas la 
seule qui agisse sur Ja molceule M, suivant la direction MM’ et ü distance 
<; si Von considere la moldcule M' situee sur M’M, ä une distance 
NM = de Vautre cot& du point M, la distance M’M ayant change, et 


etant devemue C+AC, il en resultera une force nouvelle, qui tendra ä 
faire marcher M vers ri et qui or pour ee 


— [e-u)7 +97 + ww") z|FQ; 
en u— u"); 7 er ws + (w— w") 72 orz 


[au g + wg +w-w)Z|r@ 7: 


u’, v, ww’ @tant ce que deviennent, lorsqu’on y change x, y, zen c—h, 








Y ki, —[, 
En vertu des actions r@unies des molecules M’ et M’ sur M, elle 
tendra ü marcher dans la direction MM’, en vertu d’une force dont les 


C mposantes sero un s 








(ut ut] tw +V"-2)5 +(w+w"—2w-{]lr cd), 
s 4 S 
9 K 
ut u‘—? ztwtr u + (w + w'—2w) — g 17 SZ 
4 u‘ — 2u)- + vv" — 20) 7 rw Lwt— —2u) 7] F 5. 
48 
On peut « rw eniv les valeurs de (u’— u), (v’—v), (v’—w), en 


changeant les signes de 2, k, 2 dans les valeurs de v’— u, v’—v, w—w, 
, . ’ ? ı “ N = 
deduites precedemment du theoreme de Taylor; cest ce qui permettra 
’ / / ‘ BE /t : 
de trouver les valeurs de u’ + u"— 2u, v’+v"—2v, wW+w'—2w, en 
fonetion de A, 4%, 2; si on substitue ces valeurs dans les expression prece- 
Jentes, en negligeant les produits de trois dimensions de A, k, 2 devant 


ceux de deux dimensions seulement, on aura: 


Kerr rt P+2 SE 2 EI +2 ık) 


( 070% EXoR CE OY 


c? z ’ ’ o?v h 
L (rt +: =P+2 N ee) 


0x Beer 


c’w O?W 1% ’w 20° 2 w 0° w / 
+ (+ je PHISHING 1 1) 2]r05; 


0x? ey“ ey CC“ UX Oz 
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pour Ja eomposante suivant laxe des x, de la resultante des actions des 
molecules M‘ et M" sur M; les composantes de cette mäme resultante 
sur les axes des y et des z seront @videmment egales ä la precedente, 
1 


u k 
respectivement multiplide par — et -- 
| h h 


17. 

Soient ® Taangle a l'horizon de la direction MM’, et % l'angie ue 
le plan vertical, dans lequel elle se trouve, fait avec celui des sx, on 
aura = (lcosPcosy, k=clcos®siny, =Lsin?. Toutes les molcceu- 
les voisines de M’, et situdes dans l’@l&ment spherique [Q?’ cos dlöpay], 
pouvant ötre eonsiderees comme agissant de la m&eme manicre sur la mo- 
Iceule M, il suffira de multiplier les composantes, dont lexpression est in- 
diquce A la fin du paragraphe precedent, par cet element spherique et 
d’integrer —— d’elles trois fois: Tune par rapport & @ depuis @= 0 
jusqu’a = —; Ja seconde par rapport a Y, dy=0 av=2a; la 
troisieme a C == 0 jJusquwä (=x, car F(£) devenant nulle, lorsque 
© a une valeur sensible, on peut prendre ces deux limites pour l; on aura 
alors, par toutes ces integrations, les composantes de la resultante de tou- 
tes les forces qui tendent a faire marcher la molecule M ou a s’eloigner 


de sa seconde position d’@quilibre. 


Si lon effectue toutes ces integrations, «ne lon represente 


m lc 
15”/, rag] par une constante 4, les composantes de la resultante 


dont nous venons de parler seront, apres toute reduction faite: 























.fou ow 
4 o?u o?u 9 (5 +5, +7 ) 
” nn + oy° Tr Oz? r ie em ? 
„(du , dv, dw 
4 o°’v o?v ns u (& PT +3 =) 
ox: 1 97: 4 6x: ke öy f 





. 0 u ov ow 

" ea f6) > ou r ) 
ade + o°?’w + 0? 4 9 55 19, 19 
zu—— ee gr Air y . 


0x” oy“* z (E 








Si en passant du premier au second etat d’“quilibre, les mol&cules du eorps 
solide propos“ deviennent soumises ä Taction de forces acceleratrices dont 

r (4 .y. . 
les composantes sont Ä,, F,, Z, , pour la molecule M, son &quilibre exi- 


sera que Von alt: 
Crelle's Journal d. M. VII. bd. 2. Hft. 2] 
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= 0), 


Dans ces Öquations, on peut su nd que la masse «de la moleci'e 
M, ou la densit@ du corps homogene propose, n’entre pas, parcequ'elle au- 
rait dü entrer comme facteur dans X,, F,, Z, et 4, et consequemment 
disparaitre comme facteur commun. La seule quantite qui Feagyı varier 


d’un corps ä lautre dans les equations prec@dentes est 4 = 15 Fr (£)09%; 


on voit que plus cette quantit@e sera petite, plus zu, v, w ah grands; 
A est une constante qui depend de l’&lastieit@ du corps. 


Note seconde. Expression de la dilatation. 
18. 

Soient deux moleeules MH et M’, situees dans le corps solide ho- 
mogene, sur une möme ligne parallele ü Taxe des x, et tres voisines une 
de lautre, en sorte que la distance A, qui les separe soit insensible; les 
eoordonnees du point M dtant x, y, 3, celles du point M’ seront +4, 
y, 55 lors du second tat d’quilibre, la molecule 77 prendra une autre 
position 72, et aura pour eoordonnees e+u, y+v, zs+w; la molccule 
M' prendra la mn m’ et aura pour coordonnees e+-h+ur En Rh; 
y--v- = - h 


‚ztw-4 'apres les consid@rations de la note 


precedente, les kiemes um ‚ mm’, faisant un angle infiniment petit, 2 m’ 
pourra encore Ötre considerde comme parallele a l’axe des x, et sa lon- 

a uU yo a eyr\ ° . N 
gueur sera simplement r(1 *T. ). Si Pon considere un point M situe 


\ ’ ß 
a une distance insensible % de m, sur la parallele a laxe des y mence 
par M, on demontrera de la m&me manicre, que du premier au second 


r : ne . ren Pr # A % BE 4 
etat d’equilibre, la distance MM'’=% deviendra m—k(i 77 er En- 


lin si lon considere une mol&cule M’’, situde a une distance / de M sur une 
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parallele a Faxe des z, la distance MM'= 1 deviendra mm''=] (1 . es 
04 


fl suit delä que le parallelepipede A k/ deviendra lors du second etat en 
hkl (1 > —) (1 “ (1 - ==), ou simplement 7%] ci + ou +: Ö "+ a, 

si on nÖglige les rectangles des coöfüciens diffErentiels > 2 Sans 
disparaissant devant leur somme, puisque u, vd, w sont trds petits par rap- 
port ä x, y, 3, ou plutöt du, dv, dw, par rapport a dx, dy, öz. Le 
volume primitif du parallclepipede rectangle Akl, augmente done, dans le 


ou ov ew i N 
second etat d’@quilibre de Akl (= +7; rs au), ainsi =— +5 dv = + e 
Ö h 4 0x 


le rapport de l’augmentation de ah Zug ce ae a ce volume, 
"est ce qu’on peut appeler la dilatation de ce volume mäme; soit # cette 





suantite ou cette Komp qui sera fonction de x, y, z, on aura iden- 
tiquement: gu u +: g= Se 


Note troisieme. Demonstration des formules relatives aux pressions interieures, 
19. 

Imaginons: par la molceule 7 un plan P’ perpendiculaire aux £, 
et consequemment parallele au & des xy; sur ce plan une base tres 
petite zo, comprenant le point M, et enfn un cylindre infiniment delie, 
ayant pour base » et ses arctes paralleles aux <, et divigdes vers Vori- 
sine. Proposons nous de trouver la rösultante des actions que les mole- 


Le Tui 
eules du corps, situdes au dessus du plan P” exercent sur celles, situdes 
Pi} * ° . « !ır 7} 
dans Finterieur du eylindre infiniment delie dont nous venons de parler, 
Pr . [4 7 .7» 
en vertu du derangement qu’a occasionne le second etat d’Equilibre. 
Une mol@cule M’ devenue m’ exercera sur la molccule M devenue 


m, une action dirigde suivaut MM‘ ou mm’ egale &: 
h k au 
[ua +@- mg + wu) Z|rQ) 

S 5 


d’apres ce qui a et& dit (Note premiere $. 15. et 16.), £ etant la distance 
MM'; h, k, l les projections de cette distance sur les trois axes; u, v, ww 
les projections de Mm; u‘, v,, w’ celles de M'm‘; enfin F({) une fone- 
tion de Ö, qui deeroit tres rapidement, lorsque ( croit, et qui est insensible 


ou nulle pour des valeurs sensibles de C Diapres cela, on pourra poser: 
21* 
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Wu= sh ++ 5 v—v=lth h+3 ev, 
C EL 


© w ow Fed 0 wı 
w—w == er 


la force dirigee suivant MM, aura ainsi nie äh nouvelle: 

Cuy7 ou eu h Ov OV v cw 6) u? ow l . 
++ ++ Fr) + ( re 
(= + CY Fr Oz C r 0X + oy +2 oz Pi + un: k+>- l F(£). 
Soit, comme dans la note premiere: A A Fr a ae 

P} © „ . (4 4 ” u 
!=(sin®; toutes les molceules situces dans Tespace infiniment petit ou 
el@ment spherique IÜcos® E De ol], dont M’ fait partie, pourront etre 


considerees comme aeissant chacune, sur chacune des molecules de Tdle- 


5 
ment infiniment petit wCp du eylindre propose qui contient M, avec une 
force de m&me intensit® et de meme direction que la force exercde par 

Fe . a ce ala 'eleme pi II N EP, 
M’ sur M; ainsı laction totale de l’element spherique [< cosßcpcd.beoLl] 


«1 7 . . r (4 « 
sur lelement eylindrique wop sera egale a: 


r 


a. | © -cosd cos + = cosdsiny + 5- sin e) cos® cos b 
.NOX & F nr 
 eos®cosy + >— cos® sind + > sin g) cos® sin 
- 


e ww 


" 00s® coshb + cos? sin) +3 4—- " sing) sin ol? IE) cosß ep e.Lelwen; 
5 


( 4 
les eomposantes de cette actıon innen en multipliant successivement 
cette expression par cos cosY, cos@ sin’, sin®. 
20. 

Soit M, une mol£cule du cylindre propose situde a une distance p 
de la mol‘cule M, et dont les coordonnces seront x, y, z—p; soit 
une moldcule M/}, situee sur une parallele aux Cd mende par M’, A une 
distance p au dessous de M', ses coordonnees seront: ch, y+k, 
4+/—p; la ligne M,M/ sera @videmment parallele a MM‘, et lui sera 
egale en longueur. Si Ion designe par u,, v,, w, les projections de l’e- 
lement parcouru par la molecule M,, lorsqu'elle passe “a la seconde po- 
sition d’“quilibre, par vu‘, v/, w\, les memes choses pour M’, on aura 
evidemment ces quantites en substituant dans z, vd, w: x, y, C—p au lieu 
de x, y, z, et dans u‘, v’, wi: ce+h, y+k, s4+:—p au lieu de +4, 
y-+4k, z+2; or comme la molecule M; , quoique au dessous de M’, doit 
Ötre au dessus du plan P’, p doit ötre plus petit que (, et du m@me ordre 
de grandeur que 7, k, /, en sorte que p° devra etre neglige devant p; on aura 


a rd ew = dp), 


e 


J 


. cu ou, 
don« w=u— ln, u‘ 2 +7; h+3 
Oz 








19. Lam et Clapeyron, mem. sur Udquiibre int. des corps sol. homog. 165 


et par suite: 
di E 


u + el PROEDRN YERERDE 
On demontrera de la m@me manicre ie v’ —v, =v'’—v, que 
w' —w, = w'—w; il suit delä, que laction d’un el&ment spherique, dont 
M‘ , fera partie, sur un element eylindrique wdp, dont M, fera partie, 
aura identiquement la m&me expression que celle (a.) trouvde plus haut; 
ainsi, en intÖgrant cette expression (@.) par rapport ü p, depuis = 0 Jus- 
qwä p=(sin®, on aura la somme des actions dirigdes suivant la diree- 
tion (DL) et exercees a la distance Öl, par les moldeules situdes sur la 
lisne M'M, au dessus du plan P, sur les molecules du eylindre infini- 
ment delie propose. Si I’on integre ensuite cette expression, successive- 
ment multiplice par cos® cos, cos@sin), sin®, par rapport ä C, de 
= 0 AN (= ©. par rapport a Q, de O=0 a ® = >, et par rapport a 
yv,de y=0 ay=?7r, on aura les trois composantes X’w, Y' w 
Z''w de laction demandee. On trouve ainsi: 
alt) realirt) Fer), 


A reprösentant ici, comme dans la note premiere FREIE: 


9 ERBE 
[57/ % a00X dl. 


Seconde section. Theoremes sur les pressions. 


21. 

Parmi les 9 composantes A, F, Z, X, 7, Z/, X", Y', Z'' don- 
nces dans les paragraphes 12. et 13., il est bon de distinguer les compo- 
santes X, F', Z”, respectivement normales aux eli@mens plans correspon- 
dans, forces que nous designerons par /V,, /\,, /\,, et les six autres com- 


“X"'=Z, Y=Z’, que nous nom- 


posantes egales deux a deux: Z’= 
merons forces tangentielles, et que nous designerons pareillement par 7), 
T,, T,. Les Egalits qui preeedent, sont autant de th@or&mes remarqua- 
bles, mais qui ne sont que des cas particuliers d’un theor&me plus gencral 
qui sera bientöt demontre. 
22. 
Si on change d’axes soonknnde, on aura “ considerer six nouvel- 


les forces NV’, N}, N,, 77, 7/, 7}. On pourra les exprimer en fonc- 


ag 
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u \ . a m T . 
tion des premiöres forces W,, N, I, 7,, 7,, T,, et des angles de di- 
reetion des nouveaux axes relativement aux anciens. 





Pour trouver les relations qui existent entre ces syst&mes differens, 
soient x’, y', %° les nouvelles coordonndes; m,, m,, my; My May N35 
Pıs Px» Ps les cosinus des angles que chacune fait avec les axes des x, 
des y et des z; enlin soient u‘, v’, w‘ les projections sur les nouveaux 
axes de Tespace qui separe une molecule M de la position qu’elle occu- 
peroit, sı Phomogeneite du corps n’avait pas &t@ troublee. On. aura: 

u ee 4 a Pa a n ER 
( =mx+ny+tp:, y=msx+n,y' + p:; 
ae / op 
E: semx+ny'+ pP; 
le 69 Fer RR 
I" = mu+mv+mw v=nu+n,v+n,w, 
w =. P u+pvtpw; 
les cosinus 77,5, 7,5 Pı3 My, May Ps5 My Ty p; £tant lies entr’eux par 
les six @quations: 
(+ +mml, m tR+pR=1, my+n+r =, 
Im,m,+n,n+Pp,p=0; m m,+n,n,+p,p=0; mm, +n,n, +p,p,=0. 
14 . (4 ” - ” “ 
On deduit des equations (1.) par des diff@rentiations convenables, et en 
ayant egard aux @quations (2.): 

































































d 


N® —4( re ) = m N, +m) N,+m? N,+2m,m,T,+2m, m,T., 
+2m, m, T,;; 

-)=n® N, +93 N,+n3 N, +2n,n, 7, +2n,n,7, 
+2n,n,T;; 

75 t37+3- =) = N+» +5 I+29mrT,+292m57; 
t2pm 1; 

—) = p,n,N, tp.r,\:+ pm; N +t(pm+tn,p)7, 

+ (pm +tn,p)7, Ku n,+tn,p)7T5;5 
St) = m,p, IN, + m,p N, + m, p + (m,p + p,m;)T, 




















a 
N 
Pina, 
en" , en 
| c 
E- 
ii 
+ 
| 


t(n,ptpm,)I,t De m)T; 
—=n,m, N, +tn,m, N,+n,m, N, +(n,m,+m,n;)7, 
+(n,m, +m, n,)T,+(n,m,+m,n)T;. 





Et enfın: 
4, 


ov’ ow!’ u. +: dw p 
- Sie ® 


—— 
.—— 








oz 
Cette Equation Fe a 5 un theor&me que l’on peut enoncer ainsi: 
En un point quelconque d’un corps solide dont l’homoge- 
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neite est troublee, la dilatation cubique est @egale ü la somme 
des dilatations lin&aires, prises en ce point, dans trois di- 
reetions quelconques perpendieulaires entr’elles. 


du j | | | 
Car ; dx peut ©tre regard& comme llaugmentation de la ligne dr 


parallele a Faxe des x, passant par le point M, et ae comme le rapport 


La 


u 


de cette augmentation A la ligne elle möme, ou comme sa dilatation. 


Les @quations (3.) donnent immediatement: 
N + +M=N+N +0 = 54); 
d’ou resulte cet autre theorcme que: la somme des composantes 
normales des traetions ou pressions exercees sur trois £@le- 
mens plans, men&s perpendiculairement entr’eux, en un 
meme point du corps solide, est constante, quelque soit le 
systeme de ces trois plans, et est de plus €gale ü la dilata- 
tion multipliee par un co&fficient constant dans toute l’Öten- 
due du corps. 
23. 

Soient P,, P,, P, les tractions ou pressions obliques dont les com- 
posantes sont MV, 25, Z5 73, 4, Zs 7, 7Z,, I; et soient @,, &,, 
5 Bı> Rs Bs5 Yıs Ya, Y; les angles que ces forces font avec les axes; 


on aura: 
N, =P,ose, S,=P,osa, T7,=P,osa,, 
I. 1,=P,oaß, N,=P,woß,, 7T,=P,oß,, 
T,=P,csy, T7,=P,osy, N; =P,cosy;. 
Dans ces @quations les quantitcs M,, N,, N; T,, T,, 7, donndes en 
nombres par les equations des paragraphes 12. et13., sont ou positives ©: 
negatives; leurs grandeurs et leur signes seront connues en ehaque poin 
du ceorps solide, lorsque les fonctions u, dv, w, correspondantes aux eir- 
eonstances donnees, seront determindes; alors les dquations (5.) feront con- 
naltre en grandeur et en direction les forces P,, P,, #35 suivant qu'elles 
feront avec les normales qui leur correspondent, ou les axes des x, des ; 
et des z, des angles surpassant, egalement l’angle droit, ou etant moindr» 


que lui, ces forces P,, P,, P, seront des pressions des forces tangentiel- 


les, ou des tractions. 
On conclhut des @quations (5.): 


2 __ w2 m2 me 2 __ 2 172 Zar 2 __ pm Ta ne, 
6. P=N+75+7; PR, =-N7,+r1%t%5 P,= Tr at 








07 
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N,T,+N,T,+7 T,=P,P,oos{P,,P; NT,+7, T,+N,T,=P,P,cos[P,, P;]; 
IT +N DZ +NT=P;P, cos [P,, P,]. 


234, 

Soient pareillement P!, P}, P} les tractions ou pressions obliques 
aux «l@mens plans, passant par le point M, et paralleles aux nouveaux 
axes, on aura pour determiner P! et sa direction relatirement aux anciens 
axes, les Cquations: 

I anne * 7X Tı ı 
pP. oe 17,0 m, N, +n,7:+9p»,T:, 
Ja’ 078 j 71 Tı 
P, cos |P;, yJ m,N,; +n,12+9»,T:, 
Ui B; 7X Tnı TE. 
Pi IP, 2 m, N, +2,17; +7,73; 
or les equations (3.) donnent: 
17 Be pn m‘ ii, 7 r r 
m, N +n,7%;7; +p,7% = m, N, m, T,+m,T, 
7] nı f Mı nn 17 r 
m, N, + n,7° +9,73 m,/,+m,N,+m,T, 
onrı m pi m m 
m, N: +n,7° +p,7: m,I, + m, T,+m,N, 
On a done simplement 
’. Picos(P,,x2)=P, cos (P,,x); Peos(P,,y)=P, cos (P,,x'); 


I 


P, cos [P,,x‘], 
r,alr,,*], 
P, cos [P,,x']. 


| 
iu 


I 


JE nne > ’. BEER > sr > u 
P, co (P,,)=P, wo (P,,*); 
et par suite: 
Po 30 u ) / m u / R u „, 
P: = Po’ [P,;„ej] HP, oo’ IP,se) HP nt IP N; 
on trouseroit de la möme maniere: 
. 
HT ) WE RE ) r_ )2 2 > 1; 
PE = P; cos? [P,,‚yj + Pi cos’ [P,,yjJ +7, cos* [P,,y’]; 
9 2 u ns 2 u — 
r == P, cos [P,, =] + ?P; cos [P,,z]+P; cos Pe: 
” - “ 14 ® (4 f4 
d’ou, en ajoutant les trois Equations precedentes: 


P+R+R =PR+P+P: 


25. 

Les quations (7.) d@montrent ce theoreme, que: Si en un meme 
point d’un corps solide homogene, soumis a des forces quel- 
conques, on congoit deux @elemens plans w, w‘, ayant pour 
perpendiculaires 2 et n‘, les tractions ou pressions, en gene- 
ral obliques ®, »’, exercees sur ces plans, jouiront de cette 
propriete que la composante de » sur n‘, et celle de »# sur n 
seront Egales. 

L’&quation (8.) demontre que: la somme des quarres des 
pressions ou tractions exerc&es sur trois el&Emens plans rec- 
tangulaires, est constante pour un möme point du corps so- 
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u ’ » - s A 
lide propose, quelle que soit la position du systäöme de ces 
trois el@mens. 
I suit encore des equations (7.) que si, conneissant en grandeur 

et en direction, les pressions obliques », »', ©, exereces en un point 
. u .. ji \ e_ m, ji / di ll a ni . ni 
d’un corps solide, sur trois elömens plans »‘, @", w‘, perpendieulaires en- 
trreux, et ayant respectivement pour normales les droites v/, v‘, v’’, on 
veut determiner la grandeur et la direction de la pression 7 exerede sur 
un quatriöme @l@ment plan », ayant pour normale v, il faut projeter cha- 
cune des pressious connues #', ®, =, sur la normale y; ces trois pro- 
jections portees, Aa partir du point M, sur les normales eorrespondantes 
v’, y’, y’“ seront les composantes de la pression 7 sur ces mömes droites 
2 b, ’ 
et la diagonale du parallelepipede reetangle ayant ces composantes pour 
cotes, donnera en giandeur et en direction la pression demandte. 


(La suite dans le eahier prochain.) 








. "er Y 
Grelle’s Journal d. M. Vil. Bd. 2 Hikt. 2) 














Notice sur un ouvrage de Ar. le B” de Poisson sur laction capillaire, 


2. 
Nouvelle theorie de l’actıon capillaire *). 
(Par Mr. le Baron de Poisson. ) 





R 
L elevation de leau et labaissement du mercure dans un tube de verre 
d’un tres petit diamctre sont des phenomenes tres anciennement connus, 
qui se presentent, au premier aspect, comme des exceptions aux lois de 
l’Hydrostatique, "et dont on a donn@ pendant long-temps des explications 
qu’il serait inutile de rappeler. Les theories qui ne sont pas fonddes sur 
le calcul et l’observation doivent maintenant &tre bannies de la Physique, 
comme elles le sont de I’ Astronomie. Lors m&me que la veritable cause 
des ph@nomenes est connue, il n’y a que l'analyse math@matique qui puisse 
decouvrir leur liaison r@eiproque, et les deduire les uns! des autres, en em- 
ployant les seules donndes indispensables de lexperience. Les eflets, si 
nombreux et si varies, qui se rapportent ü l’action capillaire, en ollrent 
l’exemple le plus remarquable; car, sans le secours de lanalyse, ils se- 
raient restds isolds, et Von ne serait pas parvenu ü les prevoir ou ü les 
expliquer tous avec precision, et encore moins a en determiner la gran- 
deur, au moyen de deux donndes speeiales empruntees a lobservation, l’une 
relative ä la matiere du liquide, et lautre d@pendante de cette matiere et 
de celle du corps dont le contact donne naissance aux diflerens effets 
dont ıl sagit. 

Quoique lascension d’un liquide au-dessus de son niveau soit pro- 
duite par l’action du tube dans lequel elle a lieu, on sait cependant quelle 
ne depend pas de son Epaisseur, etJurin a fait voir que, pour un m&me 
liquide, l’ascension ou la depression dans des tubes capillaires forms d’une 
möme matiere suit la raison inverse de leurs diametres interieurs. Ces 
deux faits importans etaient constates par l’experience, lorsque Clairaut 
essaya, le premier, de ramener les ph@nomenes de la capillarit€ aux lois 
de l’&quilibre des fuides, dont il venait de trouver les &quations generales **). 
11 considere un canal infiniment £troit, situ@ dans laxe du tube, et se pro- 





*%) (et article et le pr&ambule d’un ouvrage qui paroitra incessamment a Paris 
chez Mr. Bachelieret ä Berlin chez Mr. Schlesinger. 


**) Theorie de la figure de la Terre, premiere partie, chapitre X. 
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longeant au-dessous de son extr@mite inferieure, pour se relever ensuite 
en-dehors et aboutir A la surface plane et horizontale du liquide; il mon- 
tre que laction du liquide sur la partie inferieure et sur les deux bran- 
ches ascendantes de ce canal se detruit en partie, et qwil ne subsiste que 
l’action du menisque qui termine le liquide dans linterieur du tube; et, 
selon Clairaut, cette force, jointe a celle qui provient de l’action directe 
du tube, doit faire &quilibre au poids de la partie du canal dlevde au-des- 
sus du niveau exterieur. Cette conclusion est exacte; mais il aurait dü 
ajouter que la seconde force, qu'il regardait comme la principale, dtait au 
contraire insensible, et ne conserver, en consequence, que la seule action 
du menisque. En effet, sil’action du tube ne depend pas de son dpaisseur, 
il en faut conclure quelle n’@mane que de sa couche interieure, d’une 
epaisseur insensible, en sorte que les points du tube qui sont a une distance 
sensible du liquide n’agissent pas sur ses molecules, ni par consdquent sur 
les points du canal dont la distance au tube est @gale a son demi- diametre. 
Faute d’avoir fait cette remarque et de l’avoir etendue A Vaction du liquide 
sur Jui-möme, Clairaut a seulement ouvert la route, et n’a pas pu de- 
duire de son analyse la loi experimentale que Jurin avait trouvde. Mais 
quoique ces idees nous paraissent aujourd’hui tres naturelles, et qu’on trou- 
vät deja un exemple du calcul de ce genre de forces dans la maniere 
dont Newton avait determine laction des corps sur la lumiere, il s’est 
ncanmoins “coul& un long intervalle de temps avant que nous eussions 
une theorie de Taction capillaire ou Yaction du tube et celle du liquide 
fussent envisagees sous ce point de vue. 

Dans cette theorie, que Laplace a publiee en 1806 et 1807, il 
considere laction des molecules du tube sur celles du liquide et l'action 
mutuelle des molecules du liquide, comme des forces attractives, decrois- 
santes tres rapidement suivant une loi inconnue, depuis le contact jusqu'ü 
une distance insensible, ou elles disparaissent entierement. Ces forces ont 
lieu en möme tems que l’attraction newtonienne qui suit la raison inverse 
du carre des distances; mais l’effet de celle-ci n’est sensible que dans des 
masses tres grandes, qui peuvent balancer l’action de la terre entiere sur 
le fil-ä-plomb plac& dans leur voisinage, ou bien encore, quand on l’op- 
pose “a une force de torsion tres delicate, comme dans l’experience de Ca- 


vendish pour mesurer Tattraction d'un globe de plomb d’une assez pe- 
tite etendue. Les phenomenes de la capillarit@ ne dependent done pas 
22° 








172 20. Notice sur un ouvrage de Mr. le B?* de Poisson sur l’aclion capillaire. 


de lattraction qui s’etend a de grandes distances, et quil sera permis de 
negliger, sans aucune erreur, pour ne Soccuper que de celle dont la sphere 
d’activit@ est supposee tout-a fait insensible, et qu’on appelle proprement 
lattraction moleceuluire. En partant de cette hypothese, Laplace ob- 
tient V’&quation de la surface d’un liquide dans son etat d’equilibre, soit en 
eonsid@rant son action normale sur un canal infiniment etroit et prolonge 
indefiniment, soit d’apres Vaction tangentielle quiil exerce sur chaque mo- 
leeule superficielle; methodes qui ne sont pas essentiellement differentes, 
et dont lune doit eonduire a la difi@rentielle de Fequation donnee par 
l’autre, ainsi que Laplace la fait voir @ priori. Il regarde l’angle sous 
lequel la surface interieure du tube est coupede par celle du liquide, comme 
ne dpendant uniquement que de la matiere du liquide et de celie du tube; 
en sorte que cet angle est constant et donne, dans chaque cas, pour tous 
les points du contour de la surface eapillaire; le liquide etant suppose 
homogene, aussi bien que la matiere du tube. L’equation qui resulte de 
cette consid@ration et celle qui appartient a la surface enticre sont les deux 
Equations du problöme; elles renferment les deux constantes sp@ciales dont 
jai parl& tout A l’heure; et c'est de ces deux equations que Laplace a 
deduit Vexplieation des diflörens phenomenes observes par les physiciens. 

Un ou deux ans avant Laplace, Th. Young s’etait d&ja oceupt 
de ces questions *). Des idees imgenieuses l’avaient conduit A reconnaitre 
Pinvariabilit@ de langle sous lequel la surface eapillaire vient couper celle 
du tube, et le rapport qui existe entre l’@levation d'un liquide dans un 
tube d'un tr&s petit diametre et son adhesion a un disque forme de la 
m&me matiere que le tube; mais il sappuyait sur Tidentit@ de la surface 
du Jiquide avec celle d’une membrane @galement tendue en tous ses points; 
identit@ qui ne peut &tre que la consequence, et non le principe, de la so- 
lution du probleme. Lorsque le travail de Laplace eut paru, Th. 
Young eleva contre sa theorie plusieurs objections, parmi lesquelles il n’y 
en a que deux qui me paraissent fondees: Tune, queLaplace n’a pas eu 
egard A laction de la chaleur dans le calcul des forces moleeulaires **), 
et lautre, tirde de l’experience, qui se rapporte au cas de plusieurs liqui- 
des superposes dans un m&me tube ***). J’examinerai celle-ci lorsqu'il 





#8 \ 
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Transactions philosophiques, annde 1805. 
Supplement a la Theorie de "Action capillaire, page /D. 
RR) Supplement a Ü’Encyclopedie britannique, article Cohesion de liquides. 
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sera «question, dans cet ouvrage, de l’@quilibre de ces liquides; quant ü la 
necessit@ de tenir compte de la repulsion calorifique, il ne peut rester aucun 
doute ä ce sujet: mais, pour cela, il suffit de prendre pour laction mutuelle 
de deux molecules, Texces de Yattraction de leurs matieres pond£rables sur 
la repulsion de leurs quantites de chaleur, et de considerer, en eonsdquence, 
la fonction qui lexprime comme une quantit@ qui peut changer de signe 
dans l’etendue de ses valeurs sensibies. Mais Laplace a omis, dans ses 
ealeuls, une eirconstance physique dont la consideration tait essentielle: 
je veux parler de la variation rapide de densit@ que le liquide &prouve pres 
de sa surface libre et pres de la paroi du tube, sans laquelle le ph@nome- 
nes capillaires n’auraient pas lieu, ainsi que je Tai deja fait remarquer 
dans mon Memoire sur l’@quilibre des liquides *). 

En effet, dans l’etat d’equilibre, chaque couche infiniment mince 
d’un liquide est comprimde galement sur ses deux faces par l’action re- 
pulsive des mol@cules voisines, diminuce de leur force attractive, ou, ce 
qui est la m@me chose, on peut la considerer comme appuyce sur la par- 
tie du liquide situee d’un cöte, et comprimde par la partie situde du 
cötd oppose; et son degr& de condensation est determine par la gran- 
deur de la force comprimante. A une distance sensible de la superficie 
du liquide, cette force provient d’une couche du liquide adjacente ü la 
couche infiniment mince, dont l’epaisseur est complete et partout la möme, 
cest-ä-dire egale au rayon d’activit@ des mol@cules Auides; et, pour cette 
raison, la densit@ interieure du liquide est aussi constante, abstraction faite 
de la petite condensation due ü la pesanteur, qui varie avec la distance ü 
la surface superieure. Mais quand cette distance est moindre que le rayon 
d’activit@ moleculaire, T’epaisseur de la couche situde au-dessus de celle que 
l'on considere est aussi plus petite que ce rayon: la force ecomprimante qui 
provient de cette couche superieure decroit alors tres rapidement avec la 
distance a la surface, et s’evanouit entierement A la surface m@me, ou la 
couche infiniment mince n’est plus comprimee que par la pression atmo- 
spherique. Par consequent, la condensation du liquide decroit de m@me, 
suiyant une loi inconnue, a mesure que Fon s’approche de sa surface libre, 
et sa densit@ est tres differente a cette surface et ü ıme profondeur qui 
excede un tant soit peu le rayon d’activit@ de ses molecules, ce qui suffit 





®) Memoires de l’Academie des Sciences, tomeIX. page 76, et suivantes. 
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pour qu'elle soit egale ü Ta densite interieure du liquide. Or, on d@mon- 
trera, dans le premier chapitre de cet ouvrage, que si l’on negligeait cette 
variation rapide de la densit@ dans l’epaisseur de la couche superficielle *), 
la surface capillaire demeurerait plane et horizontale, et il n'y aurait ni 
elevation ni abaissement du liquide. On fera voir de mäme la necessite 
d’avoir @gard a la compression variable que le liquide Eprouve pres de la 
paroi du tube, et qui s’etend jusqu’ü la limite de laction exercde par ce 
corps solide. 

En ayant done &gard ü ces donnees physiques de la question, je suis 
parvenu “ former, dans les chapitre HI. et IH., Tequation commune ü tous 
les points de la surlace de contact de deux liquides superposes et contenus 
dans un tube queleonque, et Y’&quation particuliere aux points de son con- 
tour, ce qui comprend, comme cas particulier, les @equations relatives a la 
surface libre d’un seul liquide. Leur forme est la mäöme que celle des 
quations de la Mecanigue celeste; mais les expressions en int@grales de- 
finies des deux constantes speciales qu'’elles renferment sont tres difl@ren- 
tes, de sorte que leurs valeurs numeriques le seraient egalement si, au 
lieu de les determiner par l’experience, on pouyait les calculer direetement 
«apres leurs expressions analytiques, ce qui exigerait que l’on connüt les 
lois des actions du tube sur le liquide et du liquide sur lui-m@me. On 
trouvera, dans les chapitres suivans, les applications de ces @quations ye- 
nerales a Tequilibre des liquides dans les tubes d’un tres petit diametre 
et A diautres questions analogues, et lon y pourra remarquer lusage que 
jai fait des tables elliptiques de M. Legendre, pour la solution rigou- 
reuse de problemes qui n’auraient pu, sans ce secours, etre resolus que 
par approximation. 

Depuis que cet ouvrage est Ecrit, Jai eu connaissance d’un M&moire 
de M. Gauss, qui parait en ce moment sous le titre de Principia generalia 
theoriae figurae fluidorum in statu aegurlibrii”*). Pour former les equa- 
tions de cet &quilibre, lauteur a recours au principe des vitesses virtuelles, qu'il 





*) (eite Cpaisseur doit &tre de grandeur finie, mais absolument insensible, d’apres 
Uhypothese qu ’on a faite sur le peu d’“tendae de la sphere d’activite mölöcdleire. Gela 
est conlirme par une experience de M. Gay-Lussac. Ayant reduit an corps en 
poussie re tres ine, il a trouve sa pesanteur spe :cifique sensiblement la m&eme avant et 
apres cette operation; d’ou ıl faut conclure que ep: aisseur ‚de la couche dilatee qui 
termine chacune des parcelles de poussiere, est insensible eu egard ü leurs dimensions. 


“", Gottingzue, 1830. 
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applique a la masse entiere du liquide, et non pas, comme dans la Mecanique 
analytigue, a un dlement difl@rentiel de cette masse. Il trouve, de cette 
manicre, qu'une certaine integrale sextuple, etendue ü toute cette masse, 
doit ötre un minimum. Dans le cas d’un liquide homogene et incompres- 
sible, il r&eduit d’abord cette quantit® a une integrale quadruple; et en con- 
sid@rant specialement le cas ou les forces appliqudes au liquide sont la 
pesanteur et lattraction mutuelle de ses molcceules, dont la sphere d’acti- 
vit@ est insensible, il reduit de nouveau la quantit@ dont il sagit, qui est 
ensuite composde de trois termes, savoir, le produit du poids du liquide 
et de lordonnee verticale de son centre de gravite, laire de sa surface 
libre multiplice par une constante qui ne depend que de la matiere du Ii- 
quide, et Vaire des parois fixes contre lesquelles il s’appuie, multipliee par 
une seconde constante dependante de la matiere du liquide et de celle de 
la partie solide du systeme. Par les regles connues du calcul des varia- 
tions, on determine la surface inconnue du liquide qui rend cette somme 
un minimum, et, comme on sait, on trouve a la fois l’@quation gencrale 
de cette surface et l’equation particuliere de son contour, ce qui est lavan- 
tage caracteristique de la methode que M. Gauss a suivie. Mais cet illu- 
stre gdometre tant parti des m@mes donndes physiques que Laplace, 
et n’ayant pas non plus considere la variation de densit@e aux extr@mitds 
du liquide, quil a regarde, au contraire, comme incompressible dans tou- 
tes ses parties, les objections qui s’elevent contre la theorie de Laplace 
s’appliquent @galement A la sienne, qui ne dillere de l’autre que par la 
maniere de former les &quations d’@quilibre. On peut, ä cet &gard, em- 
ployer differens moyens; mais, sans craindre de compliquer le calcul et 
d’en augmenter les difhicultes, il importe de ne negliger aucune des circon- 
stances essentielles de la question, parmi lesquelles il faut compter surtout 
la dilatation du liquide pres de sa surface libre et la condensation qui 
peut tre produite par Tattraction du tube. 

La cons&quence generale que Ton tirera de notre theorie, c’est que 
les phenomenes de la capillarit@ sont dus ü l’action moleeulaire, modifice, 
non-seulement par la courbure des surfaces, comme Laplace lavait dit. 
mais aussi par l’etat particulier des liquides a leurs extremites, 
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Potenzial- oder cyklisch-hyperbolische Functionen. 


(Von Hın. Prof. Gudermann zu Cleve.) 


(Fortsetzung der Abhandlune No. 1., 14. und 28. im vorigen, und No, 9. in diesem Bande. ) 





I. 
Tabelle der Längezahlen (mit sieben Decimalziffern) aller 
Kreisbogen für den Radius =ı von Minute zu Minute nach 
beiden Kreis-Eintheilungen, behufs der Zurückführung der 


hyperbolischen Functionen auf die cyklischen und 
umgekehrt. 
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N.E. Alte Einth. NE, 
er 28 2 D.P%, D. 1%, er ee DD 


Gr. M. Gr. M. S. Gr, M, 
24,00 0,356 3519 159 213600 52 16 24,50 03947193 16 
24,01 0,386 409 16 9 21 36 24 52 13 24,51 0,394 8518 16 
02 sb 5598 16 © 37 048 52% 92 95 0513 ME 
03 86 7588 16 5) 37 372 52 16 53 02208 16 
04 Ss 9278 156 9 2306 52 16 54 SE aa z 
05 87 0058 16% 33420 52 16 53 055598 16 
24,06 0,5387 2658 15% 21 39 144 52 16 24,56 0,305 7293 16 
07 874348 16 © 39 468 52 W 57 05 89899 1 
05 87 6038 16 9% 4) 192 52 16 55 95 0585 1 
09 87 78 16 A „516 92» 0 96 23811 16 
10 8749 16 @ 4 240 52 16 60 06% 
24,11 0,388 1109 16 91 21 41564 52 19 24,61 0,3% 5772 16 
12 83 280) 16 9 42 25895 92 19 6 06 7408 16 
13 ss 4401 16 9 43 012 5.19 63 96 0164 16 
14 ss 6182 1 43 336 5 16 64 07 0SGL 16 
15 88 7372 16 9 4060 92 2 6) 97 2557 16 
24,16 0,358 564 16 1 21 4 334 52 19 24,066 0,397 4253 16 
17 89 1255 15 91 45 108 52 19 67 97 5950 16 
15 SQ 20946 16 9 45 432 219 68 07 7647 16 
19 89 4637 16 Rn 6360 92m 69 7 085 Bor 
-0 896329 16 9 46 450 52 2 70 08 1040 MW 
24,21 0,389 so2r 16 912147 904 52.19 24,71 0,308 2737 16 
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ai num mm 48 232 52 22 73 986 16 
24 3006 16 N 48 576 52 2 74 08 7829  W 
33 WS 1 N 4 0 52 2 75 00565 
24.26 0,30 6480 16 92 21 50 124 52 22 24.76 0,39 1224 16 
27 u Ssı72 16 93 3485 2% ; LIT ET 
28 9065 16 N sı 072 5222 78 9a 1 
29 91157 1 9 Si 306 52 8 o 96317 16 
30 9132350 16 92 2? 20 2 2 so 99 8015  W 
24,31 031492 1693 215244 52 2 94SL 033 W 
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33 01 8328 15 9 53 492 52 95 3 00 3109 16 
34 OL 16 9 4 16 9295 84 004808 16 
33 92 1714 16 9 54 540 ° 32% 5 00.6506 16 
24,36 0,392 307 16% 21 55 954 52 28 24.86 0.208205 16 
37 9250 1683 5 5858 52% 87 16 
35 926794 16 4 56 312 52 28 hate) 01 1603 16 
39 92 S485 15 % 7036 52 95 89 OL 3302 16 
40 93 v181 1 9 57 360 2 23 90 01 5001 16 
24,41 03031875 16 94 21 58 084 52 28 24.01 0.401 670 16 
472 03 3569 16 9% 55 08 52% 99 0LS309 1 
43 3563 1 % 59 132 52 28 93 0° 0009 16 
44 036957 16 % 21 59 456 52 28 04 02 1798 17 
45 038651 16 9% 2W 180 52 % 95 0? 3408 16 
24,46 0,3035 16 9522.00 504 52 31 24.96 0,402 5107 - 
47 94 au) 16 % 011 228 52 28 97 02 6897 17 
48 04 3734 16 9 vu 52 © 31 08 02 8597 17 
49 04549 16 9% nr 76 52 38 99 03 1N07 7 
90 94 7123 03.00 95,00 02 1097 
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N.E. Alte Einth. N.E. Alie Einth 
.—96° ®%, k. D1”“, D.1’. k=%6? 8%. x. D.1”. D.1”. 





Gr. M, Gr, M. S, Gr. M Gr. M. S. 
26.00 0,420) 2582 17 ı1 233 24 00 52 91 0,50 0,423 8306 17 18 23351 W000 53 02 
26.01 0903 7 RR BAU 2a 2 4 20,51 04004 1718 351 24 53m 
n? 20 6005 17 12 25 148 52 8 92 29 1742 17 m 52048 52 9 
03 0717 172 25 372 528 33 29 3459 17 18 2 372 3@ 
04 0029 171 26006 52 8 54 29) 5177 17 18 53006 3% 
05 21114 17 122 20 52 8 9) 296895 17 18 3 420 53 0 
20,06 0421383 1792 239714 52 8 26,56 0429863 719 334 144 930 
07 21 4565 2 277 408 52 87 97 30 0532 17 18 + 4658 93 02 
08 21 6978 17 12 93 52 84 53 3) W50 17 18 >> 923 53 02 
09 21 7090 7 2 28 516 52 87 59 30 3768 a: 55 516 53 06 
10 1903 1713 29 240 52 837 60 30 54597° 17 19 66 340 553 0% 
26,11 0,422 1416 17 13 2329 56 4 92 87 26,61 0,430 7206 17 15 23 56 56 4 53.02 
12 9319 73 u SS 52 87 62 308924 11 97238 53 W 
13 242 1733 31 012 52 87 63 31063 17 19 53 012? 5306 
14 2065 1 1 31 36 928 64 312362 15 0 3 36 530 
15 22 8208 1709 32060 52 87 65 31 4052 17 19 59 00 5306 
206.16 0,422 9081 1 4 2» 322 354 52 90 26,66 0,431 5801 1719 23 59 384 53 06 
17 231605 17 14 3 ws 2 % 67 31 75% 1720 24 00 108 53 09 
15 23 3400 17 13 33 432 52 87 0 31 9240 17 20 00 43 2 53 09 
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20 23 0836 17 14 34 480 52 90 70 32 2679 8 01 45 U 53 0 
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28 51 1712 39072 52 9 3 33642 ı7 21 6 0702 531 
29 5206 17 3 39 3006 52% 79 33 8163 ‚2l 1 336 5312 
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6,41 oa 25 717 2308 “ 52:98 26.91 0,3583 17 22 +3 084 35 
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43 37 (287 a: 47 132 52% 03 36 22068 ei 14 13 2 53 18 
44 77 200% 17 47 47 456 52 9 Q 36 3991 1, 22 14 456 53 15 
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7 23 3155 347 17 9 228 520 g7 36 0159 17 % 16 28 532 
43 84572 1107 4352 529 03 3708853 17 3 16 52 53 18 
4) 2865599 17 17 276 529 99 372606 17 2 17 276 53 18 
50 28 8306 sI 000 27,00 37 4329 185 VUU 















Gudermann, Potenzial- Functionen Taf, I. 


Alte Einth. Alte Einth. 
k=2/° 8 K D. 1”. D.1”. k=27° R. k. D. 1. D. 1. 


Gr, M. 
0,4465 0658 17 30 24 5 WO 535 #) 


















0,446 2338 17 30 24 5 24 93 40 





46 4118 17 3) 4 048 53 % 













40 5543 1730 46 372 535 4) 
04 8 1224 7% X) 096 53 21 . 40 7578 17 30 47 096 535 # 


4 











0,449 769 er 2 2+ 56 4 33 30 
9 41 2276 17 2%6 29 528 53 27 / 49 S74l 17 33 0 528 53 49 
41 4002 u. u 30 2 53 ı) 4 30 0474 = 32 232 53 46 









50 2206 




























50 3939 

27.26 0,441 09182 17 %6 24 32 24 53 27 27.16 04505672 73 45904 539 
= / a > li 2/3 2 3+8 53 30 /A4 50 7405 17 33 24 59 348 53 49 
28 4 17 27 3 072 > 30 ‚9 0 174 3 W072 532 
99 42 43562 17 2% 33 396 53 ı9 510872 17 33 ww 396 53 4 
30 42 6089 17 283 3+ 120 53 33 S sl 2005 17 34 ul 120 53 52 
97,31 044278117 1727 24 34 44 53 3% 27,51 04514339 17 3 25 01 44 53 49 
9 42 0544 17 07 35 168 53 3 5, 51 6072 17 34 02 168 53 52 
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188 21. Gudermann, Potenzial-Functionen Taf: 1. 


N.E. Alte Einth. N.E. Alte Einth. 


35° 2%. D.1”. Dr, k=35° 8&.x D.1”. Be, 


Gr. M, 6 u? Gr. M. Gr. MS, 
II, ne 0.579 7704 1S 43 31 ) )() ri 088 33.50 0.589 0041 3 5 31 00 oT 
3,01 0,579 9547 13 42 31 30 324 56 8 39,91 0,589 1898 18 51 31 5724 5733 
02 80 1559 15 . 1 ob ’ 32 8) 3744 1S 52 3 048 97 16 
053 80) 323 18 4 Bar 3 53 8956 18 22 ss 372 57% 
04 805075 18 43 32 55 88 54 SI 7H8 18 02 „096 57 
09 5 15 43 32 4220 50 58 55 8930 18 52 31590 57% 
33.06 0,58 13 4 31 33 144 9 33.56 05% 1152 13852 32) 144 571 
04 i8 4 33 i ) 37 %) 3004 13 53 00) 46 8 5710 
03 ı 2+4 l t + 192 2 ) 38 9) 4857 18 53 01 1992 ”= 19 
09 81 4202 13 4 + 516 39 9) 6710 13 53 01 516 6719 
10 81 bI3U 1 ı+ > 240 Ö 2 60 0) 8563 15 53 02 240 s7 19 
35,11 0,581 7980 18 44 1 35 564 56 9 3361 051 46 353 32 mn 564 579 
12 Sl 9524 13 45 sb 258 96 9 62 91 2269 18 54 03 2358 57 22 
13 82 1669 13 45 7 012 ob ° 4 63 91 4123 13 54 04 012 57 22 
14 82 3514 is 4 37336 56 9 64 91 5977 13 53 04 36 57 29 
13 S2 5358 1S 46 35 WU 56 | 63 01 7830 18 55 053 000 07 ) 
39,16 0,5582 704 18 45 31 38 334 56 94 35.56 05105 854 2034 57% 
17 200 13% 39 ws 56 9% 67 921539 15 54 WS 572 
15 83 0894 15 39 432 6 98 63 Q2 3393 185 06 4532 57 25 
1) Baum w 156 956 9 69 925248 18 5 07156 57% 
20 83 4559 15 4) 450 56 98 70 92 7103 18 55 07 450 57% 
35,21 0583681 15 47 314 %4 57 01 35.7 0,592 8058 35 3208 94 57% 
22 83 8278 1S 46 41 528 6 9 72 093 0813 15 55 08 528 Ei 3 
=3 840124 18 46 42 252 56 98 73 93 2608 18 56 09 252 57 28 
24 st 1070 18 49 42 576 57 0 7 934524 1855 0 576 57% 
5 S+ 3517 15 47 43 0 57 VI 75 03 6379 18 56 1) 300 I 283 
39,206 0,584 5664 IS 47 31 4 nN4 57 u 33,76 0,5093 8235 ss 565 2 ı1ı 24 57 28 
27 S+ 7511 15 47 4 338 57 0 77 04 00091 18 67 1 48 373 
2S Ss+ 035: i5 47 “5 072 57 0 73 94 10948 15 56 12 072 67 23 
29 s5 1205 15 43 45 396 57 4 79 94 3504 iS 57 12 396 57 31 
30 55 3053 IS 48 46 120 57 04 0 94 5061 18 56 13 120 57 28 


33,31 0,585 4904 18 47 31 4 44 57 0 35.51 0594 7517 18 57_ 32123 44 57 31 


32 350785 18 9 47 18 570 82 94 0374 18 58 14 168 57 35 
33 S5 8597 18 48 47 492 57 4 83 095 1232 18 57 14 492 57 30 
34 86045 18 48 453 216 57 0% 84 95 3089 18 57 15 216 57 31 
3) S6 2203 15 49 48 540 57% 3 054946 18 58 5 540 975 
33:30 0,586 4142 IS 49 31 49 %4 570 35.36 0,595 6804 ss 5 216 %4 5973 
37 sb 5991 15 49 4) 558 70 87 05 8062 18 58 16 588 ss; 3 
38 86 7810 IS 49 5 312 5707 83 96 HU 18 58 17 312 57 35 
39 s5 0659 18 49 51 036 570 8) 952378 18 59 135036 57 3 
40 87 1538 13 50 51 360 571 90 96 4237 13 59 13 360 597 38 


| 0,557 3359 18 49 31 52 084 57.07 35,91 0,596 6096 13 58 32 19 84 57 35 
> 87 5237 13 50 52 48 57 W 92 96 7954 18 59 193 48 5 

2 87 7087 18 50 53 132 57 0 93 96 9813 18 60 132 57 4 
4 87 8937 18 51 356 7.5 94 97 1673 18 59 46 57 38 
> SS 0788 13 50 5+ 150 57 10 05 97 3532 13 6 21 150 597 4 
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- 3 6339 18 51 55 5552 57 13 98 97 9111 is 60 2 52 57 4 

449 83 S1WV ıs 51 56 276 67 15 99 98 0970 15 61 => 276 ss” 44 
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m» Alte Einth. N.E. Alte Einth. 
37° ©. D.1“. D.1”%. ı=37 8x D.1“. D. 1”. 


Gr. M. Gr. M. S, Or. I. GM. 8. 





37.00 061609014 3% 31 (00 3 0 37,30 0,6% 4097 13 899 33 4 00 58 3 
37.01 067 39 B1S PDA 579 37,51 06656 BW 324 83 
02 17 3573 18 8 19 048 58 02 92 26 7806 18 9 Ma 58 33 
e- I Peee: | ERBEN enden Ei 26 KW 18 80 4 3772 58 
- Be Pen, RER MR ZUR. OR er 271555 18 %W 47 06 58 33 
0) 17 02153 15 81 20) 42 35 06 I) 27 3475 18 91 47 420 5 3 
7,06 618 1004 18 8 3 21 144 58 02 31,0 0675366 EM 38 HM 83 
ir 13 21,4 18 St 21 4685 55 06 34 277256 18 91 43 8 58 36 
(> 3 +50 iS sı „2 1972 53 58 27 0147 ıs 01 49 19 2 55 36 
0 00 10 88 22 516 53 39 23 10358 18 9 49 516 58 36 
10 18 817° 15 82 23 40 5809 6 25229 18 9 5) 40 58 6 
7,11 0,619 0499 15 81 33 23 St v6 37,61 VE BE MR 350 564 55 40 
12 10 23 18 82 42 53 09 b- 286712 18 91 1288 58 
13 1942062 18 8 0 ss 09 05 28 803 15 © 2 012 58 
14 19 01 15 . - DB . ) 0-+ 209 0495 15 92 v2 336 55 40 
108 15 8 zu ss 12 65 29 23377 18 9 3 CU 84 
37,16 0561990 1885 3 26 354 5 12 31,06 0000 18 MR 3353 384 58 MW 
17 »() 1792 15 82 27 3208 -s.09 67 29 6179 1S 93 54 wS sg 43 
15 3674 18 8 277432 58 12 65 29 8065 18 9 4332 89 
14 ;_——am 5 10 15 69 9958 18 9 5 B6 39 
% au) 7441 iS 83 > 450 i2 70 30) 1851 15 95 55 45 0 535 43 
REN 
7 97 0.0620 9524 15 53 33 9 4 1? Dlyd l 0.630 3744 18 9 3 5604 sg 43 
39 ı 1207 15 814 29 528 T - 2 30 5637 135 9 55 528 ss 46 
3 ı 3001 1S 84 u 52 8 15 ’3 30 7531 Is 04 5752 53 46 
2? 1 30 5706 19 14 435 8 4 57 576 58 6 
p ii j 15 31 300 ; 1 3 31 1319 15 94 Ss 300 53 4 
PR ‚o21 874 I5 + 32 Vie > 40 37,76 0,631 3213 13 95 33 59 024 55 49 
)7 ' iS 8 2 348 Ö IS 7 31 5108 15 94 33 59 348 55 4 
Q 13 1 5 3.852 98 1 75 31 7002 13 05 3310 072 58 49 
29 2438 13 8 3 36 58 18 19 318897 18 9 ww 396 585 4 
0) 2 6253 IS 8 3+ 120 5s 1 SU) 32 0709 IS 95 01 mV0V 5 4 
37,31 0.622 S168 IS s6 33 342 44 55 21 37,81 0,632 2657 15 % 34 01 444 Ss 52 
h V. 0054 18 86 > 168 58 21 82 32 4533 18 % 022 168 58 52 
33 3 1940 15 8 35 42 Ss ı8 SI 32 6479 18 05 02 492 58 49 
24 03 3825 1S 87 36 216 538 24 O4 32 8574 185 9 03 216 58 52 
5 23 5712 15 80 30 540 ns >} 55 33 0270 1S 97 03 540 58 55 
=, 18) Of >» 7 1S Ya 5 33 2b # De) ji ö 7,86 0.633 2167 18 96 3204 %4 55 52 
y, 23 948 IS 87 37 58 Ss 24 S7 33463 18 9 04 58 5855 
35 41371 18 89 “12 8 53 33 50 18 97 05 312 58 55 
9 24 3 IS 87 3 056 85 24 8) 33 7557 18 97 6036 58 55 
40 245145 18 88 u em Io 33 0754 18 97 0 360 585 
74 7° BU BB 88 37,91 0,634 1651 18 98 34 07 82 58 58 
> 24 892 1S 83 a) 8 58 27 92 34 3549 185 9 07 W8 585 
43 25 0808 1S 88 41 132 53 27 93 34546 18 8 8 132 58 58 
44 25 2005 13 85 41 4506 58 27 04 341734 188 18 456 58 58 
> > 4534 15 83 14150 58 27 y3 49242 18 9 09 150 58 58 
7.46 0 » 6472 13 88» 3 42 504 53 27 37,96 0,635 1140 13 99 3300 594 526 
47 +5 8360 15 8 43 228 59 ZU 07 35 3039 18 9 1) 28 58 6 
45 16 0249 18 89 43 552 58 98 354935 8 © 1 52 58 6 
4) “213 15 8 “4 276 58% 99 356337 18 % 11 276 58 61 
50 4b 427 4 ww 38.00 35 8736 1? Wov 
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k==39° 


Gr, M. 


F) 


R. 


4 N rn ö 
Gudermann, Fotenzial- Functionen 


k. 


Taf. 1. 


Alte Einth. 
D. 1”, 


D. 1”. 





an Gr. M, S. 
19 v6 %6 39,90 0,664 5949 19 31 35 33 WO 59 © 
m er un 39,51 0,664 7880 19 31 35 33 324 50 @ 
1) 0; 20 32 64 911 10 31 34 us 59 
19 07 29 93 65 1742 19 31 34 3772 59 © 
04 55 7367 19 21 08 094 59 29 54 65 3673 19 32 35096 sy 63 
0 55 9283 19 21 03 420 59 29 95 65 5605 19 32 35 20 596 
6 065 Ba 35m 1a 599 39,56 0,65 537 2 314 96 
07 56 3130 19 22 09 468 5) 32 57 65 9469 19 32 36 458 sg 6 
Ö Ss 55 el 0 92 2 95 66 141 19 33 37192 59 66 
0) 56 6973 19 2% 1 516 59 32 59 66 3334 19 33 377 516 59 66 


10 56 8595 19 22 il 240 »9 32 60 06 5207 19 33 335 240 59 66 





9.11 0,657 081719 233 5 11 564 59 35 39,61 TR 1933 35 BE 59h 
1 57T) 19 22 12 238 59 32 62 66 9133 19 33 >39 3838 59 6f 
1.) 57 4662 19 23 13 012 3 3 63 67 1066 19 34 4) 012 59 60 
14 57 658 19 23 13 33 ( 59 35 64 67 3000 19 33 4) 336 59 66 
1 578508 19 23 14 06059 30 65 674933 19 3 41 060 59 6 
i 0.658 0431 19 24 35 14 384 59 38 39,66 0.6657 68567 19 35 35 41 34 597 
17 35 1924 15 WS 59 38 67 67 8302 19 36 42 WS 59 75 
1 53 4279 19 23 15 432 59 35 65 65 0736 19 35 42 432 59 72 
19 ss6wW2 19 25 16 156 59 4 69 68 871 1 35 36 97 
3) ss 8127 19 24 15 430 59 38 7 63 4606 19 35 3 #0 5 72 
! 0.6590 4 5317 WA 5 39,71 0,668 65441 19 35 35 4 4 59 72 
) 1975 1 11528 59 4 72 685 8476 19 36 4 528 59 75 
r SA) 19 2 1 > 8 59 41 73 69 0412 19 35 “5 232 59 7 
34 ,' u 15 576 59 4 74 09 2347 19 36 5 5756 °59% 
: Fr) 7751) 10 19 30 0 2 44 33 69 4253 19 37 46 3500 59 78 
6 ‚659 0678 10 2 > m 024 59 4 39,76 066960 9% 3 474 50 7% 
yY 1 19 u 345 50 u 7 69 8156 19 37 47 348 59 78 
8 60 3520719 %& 21 072 59 4 75 70 93 19 37 48 072 59 78 
IQ 60545319 %6 21 396 59 4 79 70 030) 19 37 43 396 597 
23 60 737 1) 9% 22 120 sy 48 850 70 3967 1) 37 4) 120 59 78 
1 GH O3 1 6 2 44 59 44 39,81 0,670 50% 19 3 35 49 44 5098| 
} De 1‘ 7 3 168 ‚ 48 82 zu 78542 19 37 Sb 168 59 75 
33 61 3159 19 297 23492 59 48 S3 70 9779.19 38 s’ 492 59 8 
4 615 19 25 24 2, 59 51 4 ‚1 1717 19 38 5 216 5868 
5 öl 7014 19 2% 24 54059 48 85 713055 19 39 St 540 59 85 
9.36 661 8031 19 28 5 25 264 59 51 30.86 0.671 5594 19 39 35 52%4 598 
7 G?« N S ) 99 sr Bi S/ 71 7533 19 38 52 688 59 st 
Te 19 28 26 31 3 51 83 7109471 19 39 63 312 59 85 
62 4725 19 23 27 v3 59 51 8‘ 72 1410 19 4 54 036 5) 33 
f 19 29 27 360 59 54 3) 72 3350 19 39 54 36 0 59 »5 
0 41 0,662 858 19 2% 4 59 5 39,01 0,672 5239 19 0 355084 5988 
63 0511 19 29 3 Br 9 54 Y2 72 7229 19 4 5 8 5) >83 

n 4 19 29 29 132 59 54 03 72 909 19 566 132 59 88 
+309 19 30 ) 45 59 57 34 73 1109 19 56 456 5) 88 

629 19 9 is0 59 5 5 73 3049 1 4 130 59 9 
28 19 30 ) 5054 59 57 39,6 063m 19 4 35575%04 590 

0155 319 WU 31 2 59 57 97 73691 1 4 55 28 50 9 

A + 088 19 31 31 52 59 € 983 38872 1 4 ss 52 5 9 
' tal 1 3 27 ı 59 57 19 42 35 59 76 59 % 


99 74 0813 


) 04 04 33 mi 40.00 74 275 ww‘ 











21. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 19: 


N.E. Alte Einth. NE. Alte Einth. 
r Ka; +0? u k. D. 1”, D. 1”, k==40° \ k, D. 1”, D. 1’, 


Gr. WM. Gr. 4. :S Gr. Mi, 6:. M, 5 


0,00 0.674 2759 19 42 DO 5.04 40,50 0,054 Oilt 1) 53 3 7 WO 60 28 
40,01 0.074 4097 19 4 3 00 324 s„ 9 40,51 0,684 2067 19 53 36 27 32 4 60 28 
0. 74 0638 19 43 01 048 59 97 92 St 4) 19 54 2S 048 60 31 
0); 7+ S5sL 19 42 1 372 5) 04% 553 8s+ 3374 1) 53 28 379 60 
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— v4 
Erd 
Note sur la maniere dont se composent les valeurs de 
r . 4 (2? — 1) 2 a | 
y et z dans Pequation —-=y’+tpz', et celles de Y' 
4(cP’—1) 





et Z' dans l’equation = "rpZ®. 


z—1 5. 


Par M"!* Sophie Germain a Paris.) 





R T . [2 2 rr» z . PN ; 
ir. Le Gendre aremargque (Theorie des nombres, 1830, T. 2. No. 512.) 


EL . 4(cP—1) - % » nn 
que dans leqation Tu +p2, due aMr. Gaufs, les coöfheiens 


— 





des diverses puissances de x dont se eompose la valeur C’y sont congrus 
(mod. p) aux co6llisiens des memes puissances, dans le developpement de 

Bi 
%/ PR 1) [7 i 


Cette remarque peut servir ü etablir d’abord, que Y est fonction 
‚53 y 
homogene de z et —1. 
d / 4 & 2) [4 
Il en rösulte que por les nombres 44-3, les termes dont le de- 
p=a 
veloppement de 2 (2—1)° est eompose etant en nombre pair, puisque 


=> — 2442 reprösente ce nombre, ceux des termes qui eompards deux 


‘ 


p—i 
a denx ont des coöfhcıens egaux, seront tant dans (ae —1)°, que dans 


ns » ii . . 7 
la valeur €’y, alleetes de signes diilerens. 
Le contraire a lieu par rapport aux nombres de la forme 47 +1 


t 
car, le nombre des termes dont se compose le developpement de 2(r—1) ° 


Stant exprime par 2-1, il est ©vident que ceux de ces termes qui, coMm- 
„ \ yo nn . . » 14 
pares deux “a deux, oliriront des coöffciens egaux, seront allectes du 


meme SIgne, 
p— 
Il ma paru qu’on pourroit se servir de la formule 2 @—1)° pour 


r - . N [4 , \ .# » 
determiner, d’une maniere oencrale, a legard de chacune des formes du 
nombre p, quels sont les co&fhiciens des difierentes puissances de x dont 

I, ’ . 
se composent les valeurs de y et dez. A la verite, passe les premiers 


Crelle’s Journa! d. M. Vil. Ed. 2. ft. 26 
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- 





=y’t+p:” etc. 


de ces termes, les ealeuls deviendroient tres compliques; mais a l’egard 
de ceux-ei, on trouve faeilement les valeurs suivantes, que je crois exactes 
et qui se verifient dans tous les cas que Mr. Gauls a calcul&s directement. 
Lorsque p est de la forme Sk +1, 

ya HH Narr + SEHE + etc. 
— cr gr; 
p etant de la forme Sk+5, 

ya tat HN ac + ete, 

.— rt 10.0" + ete.; 
si p est de la forme SE+3, 

v— 2att Laer — Ik (HN)? +ete. 

= zer 4 0... + (k— ac + etc.; 
a legard des nombres de la forme 84+7, 

yet + art — (IE +1) art — (3E+ N) + etc. 
acht? L art + etc. 


- 


-_— 
m 





, . + ar" 1) ”I» ? 
L’equation ——— — Y"+p»Z”, dans laquelle 2 represente un 
nombre entier quelconque, est une simple generalisation de l’e@quation de 
I Pro; r-% 
rs ı i .- 9 4(ar’ — 1) 3 Ir ” 
Mr. Gauls. En faisant n=2 on a —g- = F"+pZ”. Sion peut 


appliquer la remarque deMr. Le Gendre ä cette @quation, on dira que les 
eoöfficiens des difförentes puissances de x, dont se compose le developpe- 


2 
Fan. 
ment de 2(x—1)* sont congrus (mod. p), aux co@fficiens des memes 
puissances, dans la valeur 0’ F”., 
p’—ı 


Il est @vident que le developpement de 2(«—1) * se eompose de 
p’+1 . . } 
—,— termes; et, pour peu qu’on vewille y faire attention, on verra que 


les co@ffieiens des eu premiers de ces termes, si on essaye de les divi- 


9 
“ . .. “ p—1 
ser par p, laisseront tous un reste; tandis que les coefficiens des —— 


—_ 


” % > 1 ’ . . 
termes suivans n’en laisseront pas, que les er termes ecrits a la suite 


de ees derniers auront aussi pour co@fficiens des nombres non divisibles 


.. —f 
par p, et quils seront suivis de 7 —— termes, dont les coefficiens sont au 


ontraire des multiples de ce nombre, et ainsi de suite. 
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Les seules puissances de x qui puissent faire parties de la valeur 
Bu 


ö' F’ seront celles dont les co@fhiciens, dans le developpement de 2 (2 —1) ° 
ne sont pas divisibles par >. 


p+1 
La valeur de F’ est donc formee de Br- suites composces cha- 


cune de ne: termes, qui renferment autant de puissances differentes de x. 


Une queleonque de ces suites est separde de la suivante par une lacune de 
—1 
I termes, renfermant autant de puissances differentes de x; et, parce- 


que les premiers et les derniers termes de la ._ de F', appartiennent a 


«ee . PL) — 1 
deux series de pr termes, on voit quily a F— 5 1 Jacunes, deE 5 termes 
p+1 


chacune, qui dans la valeur de F’, separent les unes des autres les 2. 2 





H .. . [2 . 
ne termes chacune, dont les coefliciens, abstraction faite du 


signe, sont plus grands que zero. 





series, de 


La forme generale des puissances de x qui appartiennent aux Br 
ee 2 _(2vp+2s+1) 
termes dont se composent les ar series est zT E + +1) „ dans 





laquelle on donnera a v, aussi bien qua s, les valeurs successives, 


—1 
0 rc 


u 


Pour une meme serie les valeurs de s seront les senles qui chan- 


seront; tandis que le changement attribu@ a v marquera le passage d’une 
serie a une autre. 

La forme generale des puissances de x qui ne font pas parties de 
pP —(?k+l)p+?h 


2 ° 
p— 1 


—1 
T— , et ne changeant pas celles de k, on a les —.— 


puissances de x qui se suivent immediatement; et, en attribuant successi- 


En donnant successivement a / 





la valeur ’ F’ est x 


les valeurs 1,2 .... 


vement ü # les valeurs 0, 1,2.... Eee on passe d'une de ces sui- 


tes a une autre dont tous les termes ont @galement zero pour co@fficiens. 
Il resulte de ce qu’on vient de dire que parmi les puissances de x 
p+1 


qui appartiennent aux —,— termes dont se compose le developpement de 


— u + 


%x-—1) ® , un nombre .—— , seulement, fait partie de la valeur 
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. , „p1 u 
de Y'; tandis qu’un nombre gr de ces puissances en est retranche. 


. 4(zP’—1) _ 7, ” 
c—1 =" +p2®, 


le caleul immediat des valeurs de F’ fournira ä la fois la confirmation et 
l’exemple de cet arrangement entre les puissances de x. 








Si on remonte ä la maniere dont se forme l’&quation 


. » Mr . 4 (pP? _ 1 
Eu eflet pour former l’@quation ZI =!" +pZ' on reprend 
fi . 4 ar — 1) E ’ » . A , 
l’equation — 7 =Y +pz, on ecrit une seconde fois la m&me equa- 


tion en y changeant x en x’ et yet z en Y et Z ce qui donne 


> l Be 1 } . . “ . . 
mia} — Y’+pZ? et apres avoir multipli@ Dun par lautre les mem- 














bres respectifs de ces &quations, on trouve 
AP? —1) “4 (Yy+pZ2)° (Yı:+-Zy)? . ’ 
ee em —. ka: 2 ir 
PETE L 1P75 = Prp2t. 
| , W-ıZ (r-I) 22241) 3 & 
Soient == 5, on auf I m e- —: = + = +’ +r—, 








Ar HrNt— ar —2) — er He) te 
2 
22" + a” — a” — 28") + — 3a" — 4er" — Ir") 
— "4 32 + | 2 — +c4+2, 
Y=(Yy—11Z22):?2 











o 'Z —— i ” Lu 
Str 2 +20 —a—) (2a 2 +20 — a2) 1a Haare 
— tt un — 
ENTE Re 





te a te 
_—_g "lat a’ —Ix2" Lage ee 


Ce a eh d’exemples, dans lesquels on a separe les differen- 


BZ +1 . en 
tes sries de Es termes par ce signe |, suflit sans doute pour montrer 
ue le calcul direct confirime pleinement ce que la consideration du deve- 
p® ı 


o 
er 


toppement de 2(r—1) nous a appris touchant la maniere dont la va- 
leur de Y’ doit ötre composee. 

A legard de la valeur de Z‘, il est evident quelle ne peut conte- 
nir aucune des puissances de x qui manquent dans celle de Y et dest ce 


que le caleul direct confirme egalement. 
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23. 


Entwickelung der Bedingungen des Gleichgewichts 
zwischen Kräften, die auf einen freien festen 
Körper wirken. 

(Von dem Herrn Prof. 4. F. Möbius zu Leipzig.) 





In ten Hefte des IV. Bandes dieses Journals habe ich eine neue Art 
angegeben, das Moment einer Kraft in Bezug auf eine gewisse Axe aus- 
zudrücken, durch die dreiseitige Pyramide nämlich, von welcher die Axe 
und die ihrer Richtung und Intensität nach durch eine Linie vorgestellte 
Kraft zwei gegenüberliegende Seiten sind. Ist daher ein System von Kräf- 
ten, welche auf einen freien festen Körper wirken, im Gleichgewicht, so 
ıst die algebraische Summe der Pyramiden, welche eine gemeinschaftliche 
Kante und die Kräfte der Reihe nach zu gegenüberliegenden Kanten ha- 
ben, immer —=0, welches auch die Lage und Grölse der gemeinschaft- 
lichen Kante oder Axe sein mag; und umgekehrt: findet sich diese Summe 
für jede Axe =0, so herrscht Gleichgewicht. Diesen Satz, aus welchem 
sich, wie leicht zu erachten, als aus einer gemeinschaftlichen Quelle, alle 
übrigen hierher gehörigen Gesetze des Gleichgewichts ergeben müssen, 
habe ich in vorliegenden Blättern aus den ersten Prineipien der Statik zu 
entwickeln gesucht. Das Mittel, dessen ich mich dazu bedient habe, sind 
die von Poinsot schon seit längerer Zeit in die Elemente der Statik mit 
erolsem Vortheil eingeführten Couples, oder Systeme von je zwei einan- 
der gleichen, nach parallelen aber entgegengesetzten Richtungen wirken- 
den Kräften, Kräftepaare in dem Folgenden genannt. 

Poinsot gründet in seinen Elementen der Statik seine schöne, 
die zusammengesetzteren Untersuchungen dieser Wissenschaft überaus ver- 
einfachende Theorie der Kräftepaare auf die derselben vorausgeschickte 
Lehre der Zusammensetzung von parallelen Kräften und von Krüften, die 
auf einen Punet wirken. Es scheint mir aber noch vortheilhalter zu sein, 
wenn man die Elemente der Statik nach Auseinandersetzung der Funda- 


mentalbegriffe von Kraft, Gleichgewicht, gleichwirkenden Kräften, u. s. w. 
mit der Theorie der Kriäftepaare sogleich beginnen lälst; und ich hofle diese 
Crelles Journal d. M. VII. Bd. 3. Hit. 27 
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Behauptung durch die einfache Weise, mit welcher sich die Paare gleich 

beim Eingang in die Statik wie von selbst, di "bieten, und durch die Kürze, 
mit welcher ich hier die vorzüglichsten Eigenschaften der Paare bewiesen, 
und damit zu dem vorhin angeführten allgemeinen Satze des Gleichge- 
wichts gelangt bin, genugsam gerechtfertigt zu haben. Mit Hülfe dieses 
Satzes und mittelst des bekannten analytischen Ausdrucks für den Inhait 
einer Pyramide habe ich hierauf die sechs bekannten al Isemeinen Bedin- 
gungsgleichungen, als den endlichen Zweck dieser kleinen Abhandlung, 
hergeleitet. 

Ich bemerie nur noch, dafs, um möglichst kurz zu sein, mehrere 
Eigenschaften der Paare, die, obschon an sich keineswegs unwichtig, doch 
zu dem genannten Endzweek nicht weiter förderlich waren, weggelassen 
worden sind. Auch erwähne ich noch für diejenigen, welche Poinsot’s 
Elemente der Statik nieht näher kennen, dals die Betrachtung im letzten 
Abschnitte, aus welcher hervorgeht, dafs ein System von Kräften im Raume 
im Allgemeinen auf eine einfache Kraft und ein Paar zurückgeführt wer- 


den kann, nieht mir, sondern Poinsot zugehört. 





u Pa a nn nnd “ » ’ 
Begrifi der Kräftepaare und Haupteigenschaft derselben. 


Auf den Punet £ (Taf. TEE. Fig. 1.) wirken zwei einander gleiche Kriiite 


P, nach den Richtungen Ab, AD; die Resultante dieser Kräfte, welche mit 


ılıa 2 Y Ari Fi}, .y. 2) I:, ert ”,.n H Inn % Pr » ıT y4 } u. al 4 I, Iın 

ihnen in einer Ebene liegt, und den Winkel 5/D halbirt, habe die Rich- 
ef Fr‘ ’ ; e. ler B Te, u er Zu N Bass. 

tung ZU. Da nun ie Intensitat der nresuiia ıte nur von den Intensitöäten 


der Kräfte selbst und von dem Winkel den sie mit einander bilden, abhängig 
sein kann, so wird, wenn man in einem beliebigen andern Puncte Ü der 
nach U verichteten Resultante von P, Q zwei andere diesen Kräften 
oleiche und mit ihnen parallele, nach CE, Ci gerichtete Kräfte A, 5 an- 
bringt, die Resultante der letztern mit der Resultante der erstern einerlei 
Riehtung und Intensität haben, und es werden folglich die Kräfte A, 5 mit 
den Kräften P, Q gleichwirkend sein. Man verlängere noch die Richtun- 
sen CE, Ci rückwärts bis zum Zusammentreffen mit {D, #B, so ist, weil 
AC die Winkel B{D, BCD halbirt, das dadurch entstehende Parallelo- 
gramm AZDBECD ein Bien und wir haben somit folgenden Satz: 

Sind 4, DB, C, D die vier auf einander folgenden Spitzen eines 
Rhombus, so sind von vier einander gleichen Kräften P, 0, R, S, welche 

















23. Möbius, mechanische Bedingungen des Gleichgewichts. 207 


resp. die Richtungen #5, 4D, DC, BC haben, P und Q gleichwirkend 
mit Z und SS. 

Dieser höchst einfache, aus den allerersten Principien der Statik 
hervorgehende Satz, wird uns nun, etwas anders nur dargestellt, zur Ba- 
sis aller folsenden Untersuchungen dienen. Sind nämlich P, () gleichwir- 
kend mit R, S, so sind es auch P und — RK mit —( und 5; d. bh. von 
vier einander gleichen, und, wenn /bCD wieder einen Rhombus vorstellt, 
nach /B, CD, DA, BC gerichteten Krüiten, haben die zwei ersten mit 
den zwei letztern einerlei Wirkung. 

Um diesen Satz bequemer ausdrücken und somit besser benutzen 

können, wollen wir zwei sich gleiche Kräfte, die, wie Pund —A, 
nach zwei einander parallelen aber entgegengesetzten Richtungen PB und 
ED wirken, ein Kräftepaar, oder schlechthin ein Paar nennen; der 
gegenseitige Abstand ihrer parallelen Richtungen heilse die Breite des 
Paares; und wenn wir uns für einen Augenblick vorstellen, dafs die Ebene, 
in welcher die zwei Kräfte wirken, in irgend einem zwischen ihnen liegen- 
den Puncte befestigt sei, so heilse der Sinn, nach welchem die eine, wie 
die andere Kraft, dieEbene um diesen Punet drehen würde, der Sinn des 
Paares. So hat in unserer Figur jedes der beiden Paare P, — At, und 
—[(/, 5 einen Sinn von der Rechten nach der Linken; sie sind also beide 
von einerlei, nicht von entgesengesetztem Sinne. 

Da nun zwei Paare, in einer Ebene, die einander gleiche Breiten 
haben, mit den Richtungen ihrer vier Kräfte ollenbar immer einen Rhom- 
bus bilden, den einzigen Fall ausgenommen, wo die Kräfte des einen Paa- 
res mit denen des andern parallel sind, so können wir mit einstweiliger 
Beseitigung dieses Falles den obigen Satz kurz so ausdrücken: 

Zwei Paare in einer Ebene, die einander gleiche Kräfte und Breiten 
und einerlei Sinn haben, sind gleichwirkend; oder noch kürzer: Eben so, 
wie die Wirkung einer einfachen Kraft unverändert bleibt, welcher Punet 
ihrer Richtung auch zum Angriffspunete genommen wird, so kann auch 
ein Krüftepaar in seiner Ebene, wohin man will, verlevt 
werden. 

Was noch den dabei beseitisten Fall anlangt, wo die Kräfte der 
zwei einander gleichen Paare einander parallele Richtungen haben, so denke 
man sich noch ein drittes Paar hinzu, das mit jenen zweien in einer Ebene 


liest, jedem derselben sleich ist, mit ihnen einerlei Sinn hat, und dessen 


21” 
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Kräfte die Kräfte der erstern unter einem beliebigen Winkel schneiden. 
Vermöge des eben Erwiesenen ist nun dieses Paar mit jedem der beiden 





erstern gleiehwirkend; mithin sind auch die beiden erstern selbst von glei- 
cher Wirkung, und unser Satz gilt daher ohne alle Beschränkung. 








Zusammensetzung von Kräüftepaaren in einer Ebene. 


Indem wir jede Kraft ihrer Intensität und Richtung nach durch 
die Länge und Richtung einer geraden Linie vorstellen, seien AB, 4'B’ 
und CD, CD’ (Fig. 2.) zwei Paare in einer Ebene von einander gleichen 
Breiten und einerlei Sinne. Man mache in den Verlängerungen von AB 
und 4B’ über B und B’ hinaus, BE=bE=CD=Ü'D‘, so ist nach 
dem Vorigen das Paar CD, C’D’ gleichwirkend mit dem Paare BE, B’E', 
und folglich die zwei Paare 4B, A’B’ und CD, C’D’ gleichwirkend mit 4B, 
BE, 4'B’, B’E', d. i., mit dem Paare 4E, 4’E’, welches denselben Sinn 
und dieselbe Breite, wie jedes der zwei erstern hat, dessen Kräfte aber 
die Summen der Kräfte der erstern sind. 

Seien zweitens AB, AB’ und CD, C’D’ (Fig.3.) zwei Paare in 
einer Ebene, die einerlei Sinn und einander gleiche Kräfte haben. Man 
ziehe auf der Seite ven 4b‘, auf welcher ZB nicht liegt, mit 4’B’ eine 
ihr gleiche Parallele Ef, welche eben so weit von A’B‘, als D’C’ von CD, 
entfernt liegt. Alsdann ist das Paar CD, C’D’ gleichwirkend mit dem 
Paare B’4A, EF, und folglich die beiden Paare Ab, 4b‘ und CD, CD‘ 
gleichwirkend mit 4b, 4’b', B’4' EF, d.i., mit dem Paare 45, EF, wel- 
ches denselben Sinn und dieselben Kräfte, wie die zwei erstern, aber eine 





Breite hat, die der Summe der Breiten der erstern gleich ist. 


Man sieht nun leieht, wie das von der Zusammensetzung zweier 
Paare Gesagte auf die Zusammensetzung jeder grölsern Anzahl ausgedehnt 
werden kann, so dafs immer ein System von Paaren, die in einer Ebene 
liegen, von einerlei Sinne sind, und entweder insgesammt einerlei Breite, 
oder sämmtlich dieselben Kräfte haben, gleichwirkend mit einem einzigen 





in derselben Ebene liegenden und nach demselben Sinne gerichteten Paare 





ist, welches im ersteren Falle mit den zusammenzusetzenden Paaren einerlei 
Breite hat, und dessen Kräfte den Summen der Kräfte dieser Paare gleich 
sind, im letztern Falle aber mit den Paaren des Systems einerlei Kräfte 
und eine Breite hat, die der Summe der Breiten aller dieser Paare gleich ist. 
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Hat man demnach ein System von 2 einander gleichen Paaren, 
die einerlei Sinn haben, von deren Kräften jede = P, die Breite eines je- 
den aber =p ist, so ist dieses System gleichwirkend mit einem Paare, 
von dessen Kräften jede = mP, und dessen Breite = p ist, so wie auch 
gleiehwirkend mit einem Paare, dessen Kräfte einzeln =P, und dessen 
Breite = mp. 

Umgekehrt wird sich daher ein Paar, dessen Kräfte = mP, und 
dessen Breite = np ist, in 2 andere Paare zerlegen lassen, von deren 
jedem die Kräfte =P, die Breite =ng9; und jedes dieser m Paare wird 
in a andere zerlegbar sein, von deren jedem die Kräfte =P, die Breite 
=g. DasPaar mit den Kräften m P und der Breite 27 ist folglich sleich- 
wirkend mit m.n Paaren, deren jedes die Kräfte P und die Breite g hat, 
folglich auch gleichwirkend mit einem Paare, dessen Kräfte =nrP sind, 
und dessen Breite = ng ist; d. h. 

Wenn von zwei Paaren, die in einerlei Ebene liegen 
und einerlei Sinn haben, die Kräfte sich umgekehrt wie die 
Breiten verhalten, so sind die Paare gleichwirkend. 

Allerdings ist dieser Satz durch das Vorhergehende nur für com- 
mensurable Verhältnisse der Kräfte und Breiten bewiesen. Um ihn, will 
man streng sein, auch für incommensurable Verhältnisse darzuthun, be- 
darf man noch einiger anderer, nicht schwer zu erweisender Sätze, dafs 
nämlich mit zwei Kräften, welche ein Paar ausmachen, eine dritte Kraft 
nicht gleichwirkend sein kann, dafs aber, wenn die dritte in der Ebene 
des Paares liegt, es immer möglich ist, eine vierte Kraft in dieser Ebene 
hinzuzufügen, welche mit der dritten ein zweites, dem erstern gleichwir- 
kendes Paar bildet; und dals von zwei gleichwirkenden Paaren demjeni- 
gen, welches die grölseren Kräfte hat, die kleinere Breite zukommt. Doch 
will ich dieses nicht weiter ausführen und nur noch bemerken, dals der 
auch späterhin noch anzuwendende Satz, mit einem Paare könne eine 
dritte einfache Kraft nicht von gleicher Wirkung sein, ganz leicht daraus 
erhellet, dafs sich immmer wenigstens noch eine vierte Kraft angeben lüfst, 
welche, von der dritten der Richtung nach verschieden, doch einerlei 


Lage mit der dritten gegen das Paar hat; dafs folglich, wenn diese vierte 
Kraft die Iıtensität der dritten erhielte, sie gleichfalls mit dem Paare, also 
auch mit der dritten Kraft selbst, von gleicher Wirkung sein müfste, was 
aber bei Kräften, deren Richtungen nicht identisch sind, nicht möglich ist. 
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nr’, 


'üittelst derselben Principien läfst sich auch der umgekehrte Satz 
des —— darthun, dais wenn zwei Paare in einer Ebene sieich- 
wirkend sind, ihre Krüfte in dem umgekehrten Verhältnisse 


ihrer Breiten stehen. 


Es giebt noch eine andere, sehr anschauliche Art, diese Sätze 
auszudrücken. Bezeichnen nämlich, wie ım Vorigen, die Linien AD, A’B' 
die zwei Kräfte eines Paares, so sind 4, 5, 4’, b’ die vier auf einander 
folgenden Spitzen eines Parallelogramms, wovon, wenn eine der beiden 
Kräfte zur Grundlinie genommen wird, die Breite des Paares die Höhe 
ist. Vermöge der bekannten Ei: ee der Yarallelogramme können 


wir daher auch sagen: 


Zwei Paare ZB, Zb’ und CD, CD‘, die in einer Ebene 
iieven, und einerlei Sinn haben, sind eleichwirkend, wenn 
die Parallelogsramme ZB’ und CDC'D' von gleichem In- 

| 


. 5 " 4 1; o . 
halte sind; und umgekehrt: sind zwei hrältepaare in einer 


bene gleichwirkend, so haben die durch sie gebildeten Pa- 


allelogsramme eleichen Inhalt. 
u I > nu u. eo,” vneratrr f, ua r - vn « 
Hiernach ist es immer ganz leicht, zwei, und also auch mehrere, 
. ® ’ . q a h > - z r. Dn; » r N . h 
in einer Ebene liegende Vaare zu einem Faare zusammenzusetzen. Denn, 


vorausgesetzt, dals die zwei zu verbindenden Paare ZB, Ab’ und CD, 
CD’ (Fig. 4.) einerieı Sinn haben, construire man in der Ebene dersel- 


ben ein Parallelogramm E/E7”, welches der Summe der Paralleiogramme 


4 und CE gleich ist, und es wird das Paar EF, E£’F’, von dem ich an- 
nolume, dafs es mit erstern einerlei Sion hat, mit ihnen auch gleiche Wir- 
Kuno haben. Denn theilt man oe Varalleiogramm EZ’ durch eine mit 


am; 


li vezogene Parallele GFZ/ im zwei Paralielogramme #77 und GE’, so 


ir? / a2 2 0m 74L 4 = 7 
dafs EH = 44, und ee GLE'=(CC', so sind die Paare AD, AB 
und ED, ÜD’ vesp. gleichwirkend mit den Paaren EF, HG und GH, 


E'I‘, d. i. mit dem Paare EF, Li", 

Jedes andere Paar, dessen Paralielogramme nicht = EZ’, also auch 
sicht = AA’ CC’, kann nicht mit dem Paare EF, ET‘, also auch nicht 
mit den Paaren Ab, £b’' und CD, © D’ gleiche Wirkung haben, woraus 
wir umgekehrt schliefsen: Haben zwei Paare in einer Ebene einerlei Sinn, 
so ist das Parallelogramm eines dritten mit ihnen gleichwirkenden Paares 


der Summe ihrer Parallelogramme eleich. 
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Us 


Sind die zwei zu verbindenden Paare von einander entgegenge- 
setztem Sinne, so sieht man ohne Schwierigkeit, dafs statt der Summe 
die Differenz ihrer Parallelogramme zu nehmen ist, und dafs das resulti- 
rende Paar mit demjenigen der beiden ersten einerlei Sinn hat, dessen 


Parallelogramm das grölsere ist. 


Zusammensetzung von Paaren, die in verschiedenen 


Ebenen liegen. 


Seien WB, VD (Fig. 5.) die Ebenen zweier zusammenzusetzenden 
Paare p und pP. N und # seien zwei beliebige Punete in der Durch- 
schnittslinie beider Ebenen, und : NE zwei in letztern nach beliebis>n 
Richtungen durch /V gezogene verade Linien, deren Längen man so be- 
stimme, dafs die Parallelogramme ANCb u YED resp. den Parallel: 
grammen von p und p’ gieich werden, und man daher die Paare U, 34 
und VE, PA den zusammenzusetzenden Paaren p und p’ substituiren kam. 


77 d 


Sei nun von /NC, NZ die Resultante = NG und ven 34, DS die 


Resultante = /4, so sind, weil D# gleich und ] parallel mit VC ist, u. s. w., 
NG, FA zwei in den parallelen Ebenen CNZE, BAD liegende, einander 
gleiche, parallele und nach entgegengetzten Riding wirkende Kräfte, 
Sie bilden mithin ein Paar, welches r heifse,. das resultirende aus den beiden 
segebenen Paaren, und wir schlielsen daher: Zwei Paare, die in zwei sich 
schneidenden Ebenen liegen, lassen sich zu aa Paare zusammensetzen, 
dessen Ebene dureh die Durchsehnittslinie der erstern Ebenen geht. 

‘an nehme noch in der Ebene ENE willkürlich emen Punct M 
und ziebe durch ılın YA, MI, NK vosp. steich und parallel mit VC, NV, 
NG, so ist, weil /YG die Resultanute von NO und NE war, X27 die Re- 
sultante von 7732! und IM; folglich sind die Paare NC, HM und NE, IM 
oleichwirkend mit dem Paare NG, XM; und da diese drei Paare in einer 
Kihene liegen. so sind die Parallelogramme 

1, MNCH _ MrNi = = MNGK, 
also auch ihre Hälften, oder die Dreieck» 


2. MNC+-MNE = MNG 


folglich auch die Pyramiden, weiche (diese in einer Ebene liegenden Dreiseke 


zu Grundilächen, und den Punet 4 zur gemeinschalftlichen Spitze haben: 
3. MNCA+WNEA = MNGA, 


Diese drei Pyramiden lassen sich aber auch o!s solche betrachten, deren 
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semeinschaftliche Spitze M ist, und deren Grundflächen die Dreiecke NCA, 
NEA, NG4 sind, oder mit andern Worten: als drei Pyramiden, welche 
den Punet M zur gemeinschaftlichen Spitze haben, und deren Grundflächen 
in den Ebenen der Paare p, p‘, r liegen und den halben Parallelogram- 
men der letztern gleich sind. Der Punct M ist aber ein willkürlicher 
Punet im Raume überhaupt, weil er in der beliebig zu legenden Ebene 
CNE nach Willkür genommen werden konnte. 

Bezeichnen wir daher eine Pyramide‘, deren Spitze M, und deren 
Grundfläche ihrer Lage und Grölse nach das Parallelogramm eines Paares 
p ist, der Kürze willen durch Mp, so haben wir: 

4. Mp+-Mp' =Mr, 
wo auch M liegen mag, wenn nur die Zeichen gehörig berücksichtigt 
werden. Denn da in der Gleichung (1.) je zwei Parallelogramme nur 
dann einerlei Zeichen bekommen, wenn die Paare zu denen sie gehören, 
von einerlei Sinne sind, und da offenbar, nachdem je zwei dieser Paare, 
wie VC, HM und VE, IM einerlei oder entgegengesetzten Sinn haben, 
die Paare NC, BA und NE, DA, von M aus gesehen, mit einerlei oder 
entgegengesetztem Sinne erscheinen, so werden sich auch die Vorzeichen 
(er Pyramiden in (3.) und (4.) nach dem Sinne richten, mit welchem die 
laare p, p‘, 7, von M aus betrachtet, sich zeigen. 

Sei p’ irgend ein anderes Paar, dessen Ebene gleichfalls durch den 
Punet [NV gehe; das resultirende Paar von r und p“, dessen Ebene durch 
den Durchschnitt der Ebenen von r und p” und daher ebenfalls durch IV 
geht, heilse r‘, so ist r‘ auch das resultirende Paar von p, p‘, p‘‘, und 
man hat: Yr + Mp" = Mr‘, folglich in Verbindung mit voriger Gleichung: 

Mp+ Mp'+ Mp“ = Mr‘, 
und so fort bei noch mehreren durch denselben Punct IV gelegten Paaren, 
wenn auch hier je zwei Pyramiden mit einerlei oder entgegengesetzten 
Zeichen genommen werden, je nachdem die Paare, zu denen sie gehören, 
von II aus gesehen, einerlei oder entgegengesetzten Sinn haben. 

Haben die Paare >, p/, pP”, »... kein resultirendes Paar, sondern 
halten sie einander das Gleichgewicht, so ist die Summe 

Mp+-Mp + Mp"’+...=0. 
Denn alsdann ist jedes der Paare, wie p, sobald man es nach einem, dem 
‚nfünglichen entgegengesetzten Sinne wirken läfst, das resultirende von 
den jedesmal übrigen, und daher Yp’ + Mp"’+....=—Mp; folglich u. s. w. 
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Hat man also ein System von Paaren, die mit einander 
im Gleichgewicht sind, und deren Ebenen sich in einem und 
demselben Puncte N schneiden, so ist die algebraische 
Summe der Pyramiden, welche einen beliebigen andern 
Punct zur gemeinschaftlichen Spitze, und die Parallelo- 
sramme der Paare zu Grundflächen haben, immer —(0. 


Vom Gleichgewicht zwischen Kräften, die nach beliebigen 
Richtungen wirken. 

Seien die Kräfte, wie bisher durch gerade Linien vorgestellt: AB, 
CD, EF, ....; das von ihnen gebildete System heilse S. Durch einen 
willkürlichen Puncet N lege man 4b’, UD‘, EI’, .... resp. den AB, 
CD, .... parallel und gleich, aber von entgegengesetzter Richtung. Als- 
dann ist das System 5 gleichwirkend mit dem System der Paare AB, 4'B'; 
ED, CD’; u.s. w., deren Ebenen insgesammt durch den Punct V sehen, 
in Verbindung mit dem System der einfachen sich in /V schneidenden 
Krüfte Bf, D'C, FE, .... Man bezeichne letzteres System mit /, und 
das System der Paare mit 77. 

Nun ist / entweder im Gleichgewicht oder hat eine einfache Kraft 
zur Resultante; eben so ist 7/7 entweder im Gleichgewicht oder redueirt 
sich auf ein Paar. Folglich ist das System 5, welches mit 7 und 77 in 
Verbindung gleiche Wirkung hat, entweder im Gleichgewicht, oder Hifst sich 
auf eine einfache Kraft oder auf ein Paar, oder auf eine einfache Kraft und 
ein Paar zusammen zurückführen. Da nun, wie bereits oben gezeist wor- 
den, eine einfache Kraft mit einem Paare nicht gleichwirkend sein kann, 
folglich auch zwischen der einen und dem andern kein Gleichgewicht mög- 
lich ist, so mufs, wenn 5 im Gleichgewicht sein soll, jedes der beiden 
Systeme 7 und 7/7 für sich im Gleichgewicht sein. Ist aber 77 im 
Gleichgewicht, so ist nach dem vorigen die Summe der Pyramiden 

MNAB+- MNCD-+....=0, 
wo auch M liegen mag. Denn NAB, VCD sind oitenbar die halben Pa- 
rallelogramme der Paare AB, 4’B‘; CD, CD; .... aus denen // zusam- 
mengesetzt ist. 

is ist aber /V eben sowohl, als #7, ein von dem System unabhän- 
giser Punct, und wir schliefsen daher: Wenn zwischen mehrern 


auf einen freien Körper wirkenden Kräften Gleichgewicht 
Creiie's Journal d. M. VII. Bd. 3. lift. 2: 
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herrscht, so ist die algebraische Summe der Pyramiden, 
welche eine Gerade MN von beliebiger Lage und Länge zur 
semeinschaftlichen Kante und die Kräfte, durch gerade Li- 
nien vorgestellt, zu gegenüberstehenden Kanten haben, im- 
mer =0. Die Vorzeichen der Pyramiden können hier entweder eben so, 
wie im Vorigen, bestimmt werden, oder auch für gegenwärtigen Zweck 
noch passender also, dals man je zwei Pyramiden mit einerlei oder ent- 
gegengesetzten Zeichen nimmt, je nachdem die ihnen zugehörigen Kriifte 
den Körper um die Gerade MV, falls er an dieser befestigt wäre, nach 
einerlei oder entgegengesetzten Seiten drehen würden. 

Ist ein System von Kräften nicht im Gleichgewicht, sondern gleich- 
wirkend mit einem zweiten System, folglich im Gleichgewicht mit den 
nach entgegengesetzter Richtung genommenen Kräften des zweiten Systems, 
so ist für eine und dieselbe aber beliebige Axe MN die Summe der Py- 
ramiden des einen Systems der Summe der Pyramiden des andern gleich. 
ist daher ein System von Kräften nicht im Gleichgewicht, so ist auch 
die Summe der Pyramiden, welche = heifse, nicht für jede Lage von 
MN, =0. Denn ein solches System ist entweder gleichwirkend mit einer 
einzigen Kraft p, oder mit einem Paare 9, 9, und einer einfachen Krait p, 
welche nicht in der Ebene des Paares liegt, indem sonst P, 9, g' auf eine 
einzige Kraft redueirbar wären. Es ist demnach 

# entweder = mp, 

oder = mo + mg‘, 

oder = my + mo + my, 
wo zn für MN gesetzt worden, und wo np die Pyramide bezeichnet, 
welche 2 und > zu gegenüberliegenden Seiten hat. Hieraus sieht man 
nun leicht, dafs der Axe nz immer und auf unendlich viele Arten eine 
solche Lage gegeben werden kann, wobei = nicht = 0 ist. Legt man im 
dritten Falle z. B. 2 in die Ebene des Paares 7, 9‘, jedoch so, dals 
nicht auch mit > in einer Ebene ist, so werden mg und mg'=0, und = 
redueirt sich auf 72 p, welches nicht = ist. 

Je nachdem also in einem System von Kräften Gleichgewicht 
herrscht, oder nicht, ist die Summe der Pyramiden für alle, oder nicht für 
alle, Lagen der Axe z, =0. Ist folglich, so schlielsen wir umgekehrt, die 
algebraischeSumme derPyramiden, welche eine gemeinschaft- 


liche Kante und die Kräfte zu gegenüberliegenden Kanten 
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haben, für Jede beliebige Lage der gemeinschaftlichen Kante 
oder Axe =0, so halten sich die Kräfte das Gleichgewicht. 

Wir wollen jetzt diese Bedingung des Gleiehgewichts analytisch aus- 
zudrücken suchen und zu dem Ende das System der Kräfte 4B, CD, ,.... 
Seien bei der Kraft /R 


die Goordinaten des Punctes /, = x, y, z; die Coordinaten vonB, =x+Ä, 





auf ein System paralleler Coordinaten beziehen. 


y+JF, z+Z, also x, y, z die Coordinaten eines beliebigen Punetes in 
der Richtung der Kraft, und X, Y, Z die Projeetionen von AB auf die 
Axen der x, y, x, oder vielmehr drei Kräfte, die sich ihrer Intensität nach 
eben so zu der durch 4b vorgestellten Kraft verhalten, wie die Projec- 
tionen von JB zu Ab selbst. Seien ferner f, g, A die Coordinaten von 
M, und f+F, g+G, A+ H die Coordinaten von \V; endlich bezeichne 
man durch r den sechsten Theil des Products aus dem Sinus des Winkels, 
den die Axe der y mit der Axe der x macht, in den Sinus des Winkels der 
Axe der z mit der Ebene der x, xy: so ist der Inhalt der Pyramide HVAL 
= r[(gH—hG)X+ (hF—/H)Y+(fG—gF)Z 
+ Z2—:7)+6G@XA—xZ2)+H@Y/—yA)l. 
Wird daher, wie die Kraft XP durch x, y, z, A, F, Z, so die folgende 
Kraft CD durch x‘, y/, =, X, Y', Z', ws. w. bestimmt, so ist mit An- 
wendung des Summationszeichens Z die Summe der Pyramiden HNAB 
+ MNCD +.... 
— r[r H—-IG)ZXÄ+(hF— /HZY-+(fG—esF)ZEZ 
+F23(yZ—zY)+-623(:A—rZ)+HZE(eY—yA)|. 

Sollen nun die Krälte einander das Gleichgewicht halten, so muls 
diese Summe für jede beliebige Lage von MV, mithin für alle beliebigen 
Werthe der sechs Größsen f, 8, A, F, G, H, —=( sein. Dieses ist aber 
nicht anders möglich, als wenn 

2Am0, BI/=0, ZZ=0, 

S(yZ—:F)=0, Z@X—rZ)=0, Z(aelf—yA)=U, 

Und da umgekehrt, wenn diese sechs Gleichungen erfüllt werden, die 
Summe der Pyramiden für alle möglichen Werthe von f, 8, »- .. #, also 
für jede Lage von MV, =0 ist, und mithin Gleichgewicht herrscht, so 
sind dies die nothwendigen und hiureichenden Bedingungen 
des Gleichgewichts. 

Zusätze. 1. Sind sämsmitliche Kräfte aui einen Punct gerichtet, 


und nimmt man diesen zum Anfangspunet der Coordinaten, so kann man 
25°’ 
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KYy% 0, Y'y &, 0... insgesammt = 0 setzen. Hiermit werden von 
den sechs Gleichungen die drei letzten identisch, und es bleiben blofs die 
drei ersten 


zAm=0, 27:0, z2 2:0, 


sen des Gleichgewichts übrig. 


< 


als Bedingun 

Angenommen, dafs ein solches System nur aus vier Kräften P, (0, 
R, 5 bestehe, von denen P, (0, R resp. nach den Axen der x, y, z wir- 
ken, S aber eine beliebige andere Richtung und A, F, Z zu Projectionen 
habe, so werden die Bedingungen, unter denen P, 0, R, 5 im Gleichge- 
wicht sind: 

P+X=0, (+Y=0, R+Z=0; 

oder P=—X, 0=—Y, R=-—Z. Die Kralt 5 ist folglich im Gleich- 
gewicht mit — A, —Y, —Z, und daher gleichwirkend mit ihren Projec- 





tionen auf die drei Coordinatenaxen, wenn diese Projectionen parallel mit 
den Axen in irgend einem Puncte der Richtung der Kraft angebracht wer- 
den; — der bekannte Satz vom Parallelepipedum der Kräfte. 

Dals man durch die Annahme von Z=0 auf gleiche Weise zu dem 
Parallelogramm der Kräfte geführt wird, bedari keiner Erinnerung. 

2. Ohne erst die allgemeinen Bedingungen des Gleichgewichts ent- 
wickelt zu haben, kann man das Parallelogramm der Kräfte aus der Tiieo- 
rie der Paare auch unmittelbar ableiten. — Seien EF, EG (Fig. 4.) zwei 
auf einen Punct E wirkende Kräfte. Man vollende das Parallelogramm 
GEFH, so sind die Paare EF, HG und FH, GE gleichwirkend, indem 
sie beide einerlei Sinn haben und demselben Parallelogramm angehören. 
Mithin sind auch die Kräfte EF, EG gleichwirkend mit F//, GH, und 
es haben daher erstere zwei in E angebrachte Krülte mit den zwei letz- 
tern auf Z7 wirkenden einerlei Resultante, deren Richtung folglich E77 ist. 
Wie aber daraus, dafs die Diagonale EH die Richtung der Resultante an- 
giebt, sich weiter folgern lüfst, dals sie auch die Gröfse der Resultante 
vorstellt, ist aus den Lehrbüchern der Statik bekannt genug. 
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IL. 
Verschiedene mathematische Aufgaben und Sätze. 


(Von dem Herrn Conrector Beyer zu Neu-Stettin. ) 





I. Aufgabe. Das gröfste unter allen Dreiecken zu finden, 
deren Winkelspitzen in den Peripherien dreier concentri- 
scher Kreise liegen, deren Halbmesser @<b und b<c gege- 
ben sind. 

Auflösung. Das zu bestimmende Dreieck {BD (Taf. 111. Fig. 6.) 
sei =#/ und durch die drei von seinen Winkelspitzen nach dem gemein- 
schaftlichen Mittelpuncte der concentrischen Kreise gezogenen Halbmesser 
a, b, ce in drei Theile zerlegt. Bezeichnet man die von a, b, von b, c, 
von a, c gebildeten Winkel durch x, y, 2, so ist = 300°— (e-+y) und 
F=zabsine+zbe sny—zacesin(e-+y) Soll nun Z ein Maximum 
werden, so muls 











ceF . ’ 
—— L) \ nn » N f 2) P) en 
und auch 
oF 
— — zbe cosy—zaccos(e+y) = 0 
[@, y br “ 
sein. Hieraus folgt @ cos2= ccosy, bcos2= ec cosz und 5 cosy = u cos z, 


nach welchen Gleichungen nur 7 >?270° für -+2<< 90°, oder alle drei 


Winkel x, y, z stumpfe sein können. Aus 
d F 3 b » T Ri j A) — 
7, > 0 cosX — zaccos(e-+-y) = 0 


ergiebt sich auch 


b cos» — € cosx cosy + esinxsiny = 0 
oder r . 
b cosx — 0 c0sx? = — ce sinx sınyy 
5 a . . .. 
indem cosy = — cosx ist. (uadrirt man nun, so erhält man 


> > { . * ”) o a? os 
b°cos#’— 2a bcosx’+ a? cosx’ = c’ sin x? sin y’= ce” (l— cos r?) (1 — — (08 »°) 
G 
= 0? — 0a? cos? — 0? cosx’ + a’cosx“, 
folglich ist 
b? cos’ — lab cosx’ —= c* — 0? cos x" — c*cosr* 


und a2--b2 to: 


COX’ — 


c? 








cosx? 4 == 0. 


2ab ab 
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< F 0° F 5 ‚ 
; oder =—; negatıy sein. 
oy 


Für ein Maximum von / muls ferner 





Q) Ä 


Es ıst aber oO: F 





Fe — zabsine + geesin(e-+y) und 

.PF EEE I 1 } 

73 = — zbesiny + zaecsin(ce-+y). 

Beide Ausdrücke sind negativ, wenn x, y, z stumpfe Winkel sind, und 
der erste ist es auch für y>270° und 2-+3<9%0°. Für ein Maximum 
o®F 0°F 0? F 


von F mufs endlich er >1; 
IK 


Ü 6) Ze 


»ERuuR! 








2 
= ‚ hier also 


(— zb sinsc+ zaesin(acty)).(— 2 besiny+ 3 @esin (e+y)>(Zeesin (a+y))®, 


d. ; z+ab?c sinx siny — zu’be sinx sin(e-+y) — Zebe’siny sin (ey) 
+3 sin(e+y)>getc'sin(e-+y)‘ oder bsine siny —asinx sin (c-+y) 
> 


-esiny sin(ae-+y)>0 sein, welches nur für x und y — 180° nicht aber 


für e<90° und y > 270° statt findet. Folglich ist / ein Maximum, wenn 








. a?—+-b?—- c”? ec? 0 . 
cos x’ — ” cos x + >, ;„=0 und >. ‚ist. 
z2ab < 180° 
. a’ —b* —+.c" 
Um x selbst zu finden, setze man cos =u-+}. a = ut!n, 
c® 
7 ; ® 
BD: mm erhält man 4 —+n U en a 77 N =(; bezeichnet man nım sn® 
nit > und 5 — 377° mit 9, so ist 
2a ’ 


s 
any I T nm? T 3\ T 8 1 \ 
u vu HtVar HN) t/-HVEr—p) 
woraus sich z berechnen kilst, wofern nicht #9’ <z= pP, di. IP <a. nun 
3 e u 3 
oder 39 <[z-n' oder yaY)<znr. Da nun u ımmer negativ und Y'Y7 9) 
nicht < 327 ist, so ist auch cos& —=u-+ 357 negativ, wie es der stumpfe 


y 
- 


Winkel x verlangt. Ist hingegen ya 9)<zn und er r° nicht ne- 


2 
. C > .. > ws 
gativ, also 5, nicht < 55 2°, so erhült man aus W—pu+y7=0 für u 


folgende drei Werthe: rsin®@, rsin(5r—P@) und —rsin($=7+0), wo 


u Ag j . 
—= y(4#pP)=3n und sn39=-, für den kleinsten Werth des Bogens 
n 


3® ist. Unter den drei Werthen von x kann nur der letzte — rsin (57 + 0%) 
zur Bestimmung von cosax gebraucht werden, weil cos negativ sein muls. 
Er genügt aber auch den Anforderungen des cosx, denn sin3@ ist positiv, 
folglich 39 nicht > 90° und © nicht > 30°, also 47 + 9>> 60°, aber nicht 
> 90° und sin(&#= +9) >%y3, mithin rsin (= -+P)>z7yv 53 oder >snYy3, 


. di . r.. c” 
so dals cosx = — rsin(!r +9) +!n negativ ist. Wäre aber - = Yu 0 
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c? 2 
. 6 .. 
negativ, also „= 7’ Dr >2$? und setzte man nun 37 n’ — ap I, 50 wur- 


den sich aus U —pu — er für z die drei Werthe —r sin®, —rsin (3 7 — ®) 
. u f 4 . . 
und +rsin($##—9) ergeben, wo r=35n und sn3® = = für den klein- 


sten Werth des Bogens 59 würe. Zur Bestimmung von cos& kann nur 


u=—rsin (37—9) gebraucht werden. Denn nicht nur u=rsin(37+%) 
macht cos positiv, sondern auch vu= —rsin®, weil sin® <3 also 


rsn® <4ir oder <Zz2 ist. 

ii. Lehrsatz. Das gröfste Viereck unter allen, deren 
Winkelspitzen in denPeripherien vier concentrischer Kreise 
liegen, entsteht, wenn man durch den gemeinschaftlichen 
Mittelpunet zwei einander rechtwinklig schneidende gerade 
Linien zieht, von denen die eine aus dem erölsten und klein- 
sten und die andere aus den übrigen Halbmessern besteht, 
und die dadurch bestimmten Puncte der Peripherien durch 
gerade Linien verbindet. 

Beweis. Die Halbmesser der vier concentrischen Kreise seien 
a, b, c, d und zwar a<Zb, b<<c, e<d. Zieht man nun die Halbmesser 
in der Ordnung @, db, d, ce, und bezeichnet die von e, b, von b, d, von 
d, ce, von c, a gebildeten Winkel durch x, y, z, zu, so ist das zwischen 
den von «a, b, d, ce in den Peripherien bestimmten Puncten liegende Viereck 

— zabsnce+ zbdsiny-+ Zcdsns-+ }ecsinw, 
welche Summe am grölsten ist, wenn z=y=z=u=%90°. Dann ist 
das Viereck =zeb+-z3bd+!cd+3ar. Folgen aber die Halbmesser in 
der Ordnung e, d, ec, d oder a, ce, b, d, so ist das gröfste Viereck 
= ab + Zt DC 13 zcd- zad oder = sac-t sch — zbd-+ TU a. 

Beide Summen sind kleiner als die erste, weil Ze(b—a) < 3;d(b—a), 
d. ; 3be+zad<zbd-+zac, und weil 3a(d—b)<He(d—b), d.i. 
sad-+zbe<gedtgebd it. Da nun die angegebenen drei Ordnungen 


der Halbmesser allein verschiedene Vierecke geben, und die erste auf das 





sröfste führt, so ist die im Lehrsatze aufgestellte Behauptung gerechtfertigt. 

IH. Aufgabe. Zu einer dreiseitigen und einer vierseiti- 
sen Pyramide sind die in der Spitze zusammenstofsenden 
Kanten und die Höhe, welche kleiner ist als die kleinste der 
Kanten, gegeben. Es soll die Grundfläche so bestimmt wer- 


den, dafs sie, mithin auch die Pyramide ein Maximum sei. 








wi 
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Auflösung. Stellt man sich die Kanten in der Spitze so um die 
Höhe herumbewegt vor, dafs sie in der Ebene der Grundfläche Kreise be- 
schreiben, so entstehen, woiern die Kanten ungleich sind, bei der dreisei- 
tigen Pyramide drei und bei der vierseitigen vier concentrische Kreise, 
deren Halbmesser durch die gegebenen Kanten und die gegebene Höhe 
bestimmt sind. Hieraus folgt, dals diese Aufgabe sich mittelst der vorher- 
sehenden Sätze lösen lälst. 

IV. Aufgabe. Die Zahl der Permutationen aus n Ele- 
menten ohne Wiederholungen zu finden. 

Auflösung. Da aus den Permutationen z gegebener Elemente 
die Permutationen von 2-1 Elementen, dadurch gebildet werden können, 
dafs man das neue Element jeder Complexion beifügt und dann mit jedem 
der in ilir ursprünglich enthaltenen z Elemente versetzt, so ist die Zahl der 
Permutationen aus 2-1 Elementen 2-1 mal grölser, als die Zahl der 
Permutationen aus 2 Elementen. Umgekehrt wird also die Zahl der Per- 
mutationen aus 2 Elementen 2-+-1 mal kleiner sein, als die Zahl der Per- 
mutationen aus 2-1 Elementen. 


Wenn daher z Elemente x Permutationen geben, so geben 











t Elemente — Permutationen 
> 
Mt 
p \ I . 
?— 2 Elemente ——-—— Permutationen, 
n.(n—1) 
SL . 
n— (n—1) Elemente -— Permutationen, oder 
| n.(n—1).... [na —(n—2)] 
a | SE B} 4° 
i Eiement ——— Permutationen. 
n.(n—1)....2 
.. | “ 1 . » ” “ I 
Kin Element giebt aber nur 1 Complexion, folglich ist ———m1, 


n.(n—1)....2 

mitbin z=1.2....(r—1).n= der Zahl der Permutationen aus z Ele- 
menten ohne Wiederholungen. 

\. Aufgabe. Die Zahl der Variationen der rten Classe 
ohne Wiederholungen, aus zElementen zu finden. 

Auflösung. Aus der rten Classe oder den rionen von 2 Elemen- 
ien kann man die r-+-1te Classe oder die r+ lionen herleiten, indem 
man jede Complexion der rionen mit jedem der 2 Elemente der Reihe 
uach verbindet, mit Ausschlufs derjenigen, welche schon in der Complexion 
vorkommen. In jeder Gomplexion der rionen kommen aber r Elemente 
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vor, daher kann sie nur mit 2—r Elementen verbunden werden, um die 
Complexionen der folgenden Classe zu erhalten, und es muls also die Zahl 
der (r+1)ionen aus 2 Elementen 2a—r mal so grols, als die Zahl der rionen, 


und die Zahl der letztern In 2 mal so grols, als die Zahl der erstern sein. 


Ist num die Zahl der rionen aus 2 Elementen = r, 
x 


u en 1 


x 
 (n—r+1).(n—r-+2)? 


die Zahl der [r-(r-2)) = = = - . 


so ist dieZahl der (r-lJionen = - - - 





ie Le ri 





nn. Ga # —.2? 


- - .- [r—(r-1)]ionen oder Unionen = 





(n-r+1),(n- er .. (n-2) . (n-1)° 
Da nun die Zahl der Unionen aus z2 Elementen = r ist, so ist 
x 
(n— rt 1).(n—r+2)....(n—2).(n—1) 
also z=n.(na—1)(n—2)....(r—r+2).(n—r-+1). 








=NnN, 


VI. Beweis der im Journal Band 5. 8.318. No. 8. und 9. 
aufgestellten und ähnlicher Lehrsätze. 

1. Es ist 0 ra - (Taf. II. Fig. 7.). 

Beweis. Zieht man durch Q die EF parallel mit BD, aus dem 
Durchschuittspunet G die GH parallel mit AF und die SY in I schneidende 
Verbindungslinie ZH, so ist EH parallel mit {D; folglich ADRSW AEIO, 


a 8 E39 u 10:08: 0:40 OO, mise 


I0 TEO T0W#°, 











0S.G0 RS__ RS.FO__ RW RV __RB 
Ida > — u —, 2 i 
ü FO , folglich 10 = 05.00” 0w Ferner ist or Fo daher 
Be ee nn RP ‚ RS.RP _ RW. RP 
05. 60.0 — 0W.07°> “ = op 0 OW.OV 


PR W.PV u 
rn - er. (Fig. 8.). 
Beweis. Zieht man EF parallel mit /D, aus G die G/] parallel 
mit ZB, und von F durch Z die FI, welche parallel mit PD sein wird, 
so läfst sich der Beweis ur wie bei 1 führen. 


R?® _ Kr. RYV.PW,.PV 
052 7 OW.QOV.SIW.SV 


2. Es ıst 


nach Lehrsatz 1. und 2. 


Zusätze. 1. bs WEL 
(Product.) 
Crelle’s Journal du M. VIL Bd. 3, Aft. 29 














24 





> ‚ . orerlı . ee 
Beyer, verschiedene Aufgaben und Sütze, 


4 PO®__ PIPF PV.OW.Or 
2. Es ist 5 = Sp sp pp pp Wach Lehrsatz 2. und 1. (Quotient.) 


3. Fallen die Punete ZZ und 7 in v zusammen, und setzt man 
dann statt der grolsen Buchstaben 5, R, Q, P die kleinen Ss, 7, pP, 9, So ist 





rp.rs rv* PgI-Ppr __ _ pv? 
a — = — nach Lehrsatz 1. b unge . 
) qp-4q48 qu* ; ) sqg.sr u’ 7 nach Lehrsatz 2 
u Y v.qv = 
e) Ei — nach Zusatz 1. d) Pg — PY_9 nach Zusatz 2. 
q$s gv UV rs SU.rV 


4. Kallen die Punete AR und O0 zusammen in den Prehsehnitts- 
punct der Diagonalen und bezeichnet man diesen mit Q, so ist 
Po PW.PV ,_ 
ns = psp mach Lehrsatz 2. 
SO: Buen rsatz 
5. Fallen nun auch die Puncte 7 und / in den Durchschnitts- 


punet der verlängerten Seiten DC und AE, und bezeichnet man densel- 
ben mit /, so ist IV sche oder La FM _er 
’ Ss0: — Sy: so "sr 

6. Zieht man (Fig. 9.) 57 durch Q, EH mit ZD, und IM mit bt 

parallel und verlängert die BD, bis sie ZE trifft, so wie die ZC und Ab, 

bis sie ZM schneiden, so ist 1) EP=HP; 2) FP=GP; 3) [IS = MS, 


4) AÄS=LS, folglich auch 5) EF=GH und 6) Z’X =ML. 


Über die Zerlegung gebrochener Functionen in 
Partial-Brüche. 


Der zu zerlegende echte Bruch 


PFÖO aM LIEIT.H TER 
: ss ar b,a"t....$+m;, 


e 


(a— ea) (ec — P)'.... (— U)... (ke — Ww, 


sebracht, wo also 
r+s...tUur...r23 a A 





sei auf die Form 





Man setze . d i m 
. > L 

1. Dh 9 a er ar Free meet 

so werden die unbestimmten ganzen Functionen 4, B....M....Rdie 

Größe x resp. bis zur r— Iten, s— Iten, .... u—1ten,.... s— Iten 

Potenz enthalten. Um nun z. B. den Zähler M zu finden, verwandele 
man die Gleichung (1.) in folgende: 

2 mM — P(x—u” Aa—u” B(z— u)“ le Rau), 

m) Q (2 @)” (ac — P)® (a—w): 
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hierin setze man @—u=y also r—=„-+y und bezeichne durch P,, QO,, 
A, BDs re... A, das, worin dadurch P, Q, 4, B, .... R übergehen, so 


erhält man 
4 Bine ei en, ee 
0; (m—a+r" (u—P+y) („—w--y)* 
Entwickelt man nun die negativen Glieder durch die Division in Reihen 
nach Potenzen von y, so werden sie sümmtlich mit einem y“ enthalten- 
den Gliede anfangen, also sämmitlich von einer höhern Ordnung als M sein, 
welches x, und folglich auch y nur bis zur z—-Iten Potenz enthält. Also 











P, 


r y“ ud . . 
kann M blofs in dem Gliede —— enthalten, und mufs denjenigen Thei- 


O; 
len desselben gleich sein, worin y bis zur u—Iten Potenz vorkommt. 
P (x — u)“ P 





Nun ist ._ so viel als o 
den Factor (e—u)“ wegläfst. Man darf daher, um den Zähler M des 


‚„ also so viel als 0, wenn man in (0) 


Partialbruchs zu finden, nur in dem Nenner des gegebenen Bruchs 


P . \ . P 
7, den Factor («—)“ weglassen, darauf in dem entstehenden Bruch Or um 
ze 


x—u=y setzen nnd hierauf diesen Bruch durch die Division in eine 
Reihe nach Potenzen von y auflösen. Diejenigen Theile dieser Reihe, 


welche niedrigern Potenzen von y als die ute enthalten, sind zusammen- 
M M . on 
genommen M und man findet zu oder zo m 8 ausgedrückt, wenn 


(x er u)“ 


E- 
\ 
man wieder — MU statt y setzt. 


Auf gleiche Weise findet man die übrigen Partialbrüche. 
Beispiel. Es sei 




















4043 A + B 
Fon (+1) 7 at? "a1 
so findet man e Eu ———z, Wenn man in ta c+?2 =y also r=y—? 
setzt und dividirt. Dieses giebt ? —8+3 ET + ’-Y’... 
ET, ar oryTY au 
also st I=I+y+ry’ und — - =;+5 en +, — oder 
A 
(et2 os ar> Tr Es @=+2% 52 hr 
Setzt man ferner in Gr? * +1=y also e=y—1 und dividirt nach 
4y—4+53__ —1-+4y 
y, so findet man ir nn —1+7y 15y° FERER- 
also ist B=—1 und — im ge Folglich ist zusammengenommen 


Fan at Tat st 























wm. 
- 


224 2 


G. Libri, memoire sur les fonctions discontinues. 


25. 
Memoire sur les fonctions diseontinues. 
(Par Mr. G. Libri de Florence. ) 





Introduction 


I question de la discontinuite des fonctions arbitraires, qui completent 
les integrales des &quations aux diffErentielles partielles, agitce d’abord en- 
tre Daniel Bernoulli, Euler et d’Alembert, et discutce depuis par 
les plus grands geometres, parait avoir &t@ resolue par M. Fourier qui 
a montr@ le premier comment l'on pouvait determiner, dans chaque cas 
particulier, les fonctions arbitraires de maniere a satisfaire aux conditions 
initiales du probleme, m&me lorsque celles-ci n’obeissent pas aux lois de 
eontinuite. Les formules que cet illustre g&ometre a trouvees sont propres 
a exprimer une fonction discontinue quelconque, dont les diverses parties, 
comprises entre des limites donndes de la variable, suivent une marche 
dissemblable, et sont reprösentees par des expressions differentes. Dans 
ces formules, les valeurs que la fonction doit prendre dans chaque cas »t 
les conditions de discontinuit@, sort combindes implicitement: cependant il 
nous a paru, que Ton pouvait toujours concevoir une fonction discontinue, 
comme etant Egale a la somme d’un nombre donne de fonctions, chacune 
desquelles a une valeur continue entre deux limites connues, et qui s’eva- 
nouit hors de ces limites: des-lors tout se reduit a trouver une fonction, 
qui donne une valeur constante entre deux limites donnees de la variable, 
et qui se reduise a zero pour toutes les autres valeurs de la möme varia- 
ble; car en multipkant cette fonction, qui exprime la condition de discon- 
tinuit@, par la fonction connue qui donne les valeurs que la formule doit 
prendre entre deux limites assignees, on aura l’expression cherchee entre 
les m&@mes limites, et on parviendra ä representer, par une somme d'ex- 
pressions semblables, la valeur de la fonction discontinue pour des valetırs 
queleonques de la variable. Cependant on voit, que par cette möthode on 
obtiendrait pour les limites, des valeurs qui seraient €gales “a ia somme de 


celles que Von aurait, en considerant ces limites comme appartenant suc- 
cessivement ü chacune des fonctions qui viennent y aboutir. 
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En discutant les diverses ‚valeurs que prennent quelques integrales 
definies lorsqu’on fait varier les constantes quelles renferment, nous som- 
mes aisement parvenus “ trouver des formules, qui ont une valeur con- 
stante entre deux limites donndes et qui hors de ces limites s’@vanouissent 
toujours. es formules cependant ne donnent pour les limites, que la 
moitie de la valeur constante qu’elles ont entre ces m@mes limites; de ma- 
nicre que si la fonction discontinue qwil s’agit de representer est un poly- 
sone on obtiendra, pour l'ordonnde de chaque sommet, la demi-sonime 
des ordonndes qu’auraient dans ce point les deux cötes qui viennent s’y 
eouper, et on trouvera dans ce cas seulement une valeur exacte aux limi- 
tes. Mais on peut obtenir d’autres expressions dont la valeur soit toujours 
exacte aux limites, ou qui m@me devienne egale a une quantit© quelcon- 
que; et nous montrons comment on peut les trouver. 

Il resulte de la, que selon que pour exprimer les conditions de 
discontinuite, on aura fait usage d’une formule qui est exacte aux limites, 
ou d’une qui ne l’est pas, on obtiendra, apres avoir multipli& par la fone- 
tion qui doit donner les valeurs, une formule qui representera exacte- 
ment la valeur de la fonction discontinue m@me aux limites, dans le pre- 
mier cas, et qui ne sera pas exacte dans le second. Cela nous a fait 
soupconner que comme, dans les formules que l’on avait trouvees en trai- 
tant les diflerens cas de la discontinuit@ des fonctions, on avait toujours 
rcuni implicitement la fonction qui donne la valeur en general, a celle qui 
exprime la condition de discontinuite, sans discuter la valeur de celle-ci 
aux limites, et sans separer en facteurs ces deux fonctions, il avait pu ar- 
river dans quelques cas que l’on eüt fait usage d’une formule de disconti- 
nuite qui ne füt pas exacte aux limites. En eflet en cherchant a verifier 
notre supposition sur quelques exemples de fonctions discontinues, discu- 
tees par les geocmtres qui se sont occupes de la theorie de la chaleur, 
nous avons trouve, pour quelques-unes de ces formules, la moiti@ de la 
valeur quwelles devaient avoir aux limites: d’autres expressions, qui repre- 
sentaient deux portions de courbe qui se coupent aux limites, nous ont 
donn®@ pour ces points des valeurs exactes, comme cela deyait arriver 
d’apres notre analyse. Nous avons applique les m&mes considerations : 
quelques series que Von savait representer des fonctions discontinues, et 


dans quelques cas nous avons trouv@ aux limites la moiti@ de la valeur 
cherch@e; mais dans d’autres exemples, ayant rencontre des valeurs qui 














cn 
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n'etaient pas la demi-somme de celles quavait la fonction tres-pres des 
limites, nous avons reconnu par la, que sans avoir discut“ dans chaque 
formule la marche de la fonction qui exprime la condition de discontinuit£, 
il est impossible d’assigner @ prior: d'une maniere «endrale les valeurs des 
limites, et qwil faut toujours les verifier @ posteriori. 

Tout ce que nous venons de dire sur les valeurs que les fonctions 
discontinues prennent aux limites, tient sp@cialement ä lanalyse pure; ces 
considerations seraient utiles dans les applications, si Ion pouvait supposer 
que les lois physiques restent les mömes aux limites, lorsque les fonctions 
qui expriment les conditions initiales du probleme changent brusquement 
de nature; mais cette hypothese est peu vraisemblable, et n’est pas confir- 
mee par les observations. 

Toutes les formules que l'on avait trouvdes jusqu’äü present, pour 
exprimer les fonctions discontinues, eontenaient des series infinies ou des 
intögrales definies, et, l’on supposait qu’elles formaient une classe particu- 
liöre de transcendantes: cependant en considerant les diverses valeurs des 
formules qui se presentent sous la forme $, on peut parvenir ü reprdsen- 
ter les fonetions discontinues en general, par des expressions qui ne con- 
tiennent que des donctions logarithmiques et circulaires. Nous donnons 
pour exemple une de ces formules, et en l’appliquant a quelques cas par- 
ticuliers, nous en deduisons des consequences assez singulieres. Ces expres- 
sions peuvent servir dans la determination des valeurs des integrales dei- 
nies, et sont d’un grand usage dans la theorie des fonctions entieres, 
comme nous esperons le montrer dans la suite de ces memoires. 





Analyse 


zT 


On sait que lintegrale definie 4 =f“ singxz a pour valeur —, 


2; 


tant que x demeure positif et plus grand que zero; et c’est dans ce sens 
owil faut entendre Vexpression des geometres, que la valeur de cette in- 


teorale est independante de x; car lorsque e=0, on trouve A=0; 
v + . 7T 14 \ Pr] 
et en faisant = negatif on obtient = — >. I resulte de la que lin- 


tegrale de finie 


R = [1 sind ycosy2 == [2 sngtar + Wsin—a)n, 
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st . , 
a pour valeur — lorsque x a une valeur quelconque comprise entre = —b, 


‘T . 7 
et e—=+b; que pour z=+Ö5, on trouve B= 7; et que depuis x = b, 
jusqua ce =%»x, et depus 2—=—b, jusqua 2=—»x, on obtient P= 0. 
On voit par consequent que la formule 


l 
z+f! —I singe, 


a pour valeur zero, depuis 2 =0, jusqua 2 = —x; que pour 20, elle 
1] ey ST w B .,» y 
donne Ü= —, et que pour toutes les valeurs positives de x, on al=r. 


2 


De meme la formule 
de. | 
D -/ı4 sindqcos(e— a —b)9, 
q 


fournira D=0, depuis z=a, Jusqua 2=—x, et depuis r=a+2l, 
uf 


jusqua 2x; pour z=a, et pour 2=a+2b, on obtienda D= 73 


7T ” . , ’ ® . . 
et D=-—, depuis e=ae, jusqua e=a+2?2Öb. Maintenant si l’on multi- 


. 2 , . 
plie lintegrale D, par la fonction —P(x), on aura Vexpression 


2 ü ’dgq ba, b 
= — Ole) [ — sin—= cos 2—0—,)9 
ST « q - 
0 
qui aura pour valeur zero, depuis e=a, jusqua 2=—», et depuis 
xr—=a+tb, jusgwa z=x: et qui depuis e=a, jusqua =a-+b, ex- 
primera exactement la fonction P (x), excepte pour les deux limites x — «, 


se, PER, 1 mn) 


r=a-+b, pour lesquelles on aura E = 5. En faisant les 


mömes considerations sur la formule 


zo flsin‘ 00 (er —a—b— >)9 


on trouvera 0. rsultats semblables; et pourtant l’expression 


=) sind! (@- a-5)9+= DO, ef sin‘ os (x- a-b-5)y 


deviendra nalle A ca, Jjuqua = — x, et depuis =ca+b-+ec 
p(a) t Fr — Sıletb-+e) 
2 


>) 
ne 





jusqua =»; et donnera = ‚ pour =a, e 





. ( ! au 
pour z—=a+b+c;etF —? ea ler D. pour =a-+b; et coin- 


— 


cidera avec la fonction P(x) depuis =, jusqua =a+b; et avec la 
fonction @, (x), depuis r=a+b, jusqua =a+b+e. 
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Si les deux fonctions P (x), P,(x), sont telles, qu’elies puissent re- 
pr‘senter deux portions de deux courbes qui se coupent lorsque z=e-b, 
on aura pour le point diintersection P(@ +b)=9P,(e-+b); et pourtant la 
formule F' sera exacte m&me pour la valeur e=«--b, puisque dans ce 


gernTr: tb) _ o(c+b). 





cas / = L’on voit par lü que les formu- 


les pr&cedentes peuvent servir a repr6senter le contour d’un polygone dont 
les cötes sont des courbes quelconques: ce qu’on ne saurait faire si nos 
expressions donnaient pour les limites une valeur quelconque autre que 


f (a+b)+P: (ab 


— 








‚ puisque dans les polygones la loi de continwit& venant 


a se rompre a chaque sommet, les formules que nous avons trouvdes don- 
nent pour tous ces points la demi-somme des deux ordonnedes que Ton 
obtient en les considerant comme appartenant tantöt A lun, tantöt a lau- 
tre des deux cötes qui viennent s’y couper. 

Si Ion voulait exprimer une fonction discontinue de x, qui donnät 
lunit@ pour toutes les valeurs de x comprises entre =a, r=«a-+b, 
sans excepter ces limites, et qui füt constamment @gale a zero pour toutes 
les autres valeurs reelles de x, on trouverait aisement la formule 


2 .F dq. bg ( =) 
— sin z- cos (X — a — — )9 
To q 


- gr fi sin (2 — 39) J “Isin 1 21 cos (x —a—5)9 
— sine a) fs 15 nIcos(e—a— 2); 


2 de bq 2 "di bc h 
ae aa % Be u | ( BER EEE =) ) e og » S ( san, ER =) y 
= (Ef - sin - „ cos[w— a )+Zz sin cos |X— a — )9. 


= 


u 


On peut parvenir directement au m@me A en observant que 
sı on indique par y lintegrale definie 


2 rd dq b bq b 
sin — cos\2 — 0 — ETy 9, 
asa 0 g 2 
ö 


le probl&me que nous venons de resoudre, se reduit a trouver une fonc- 
tion de y telle que pour y=1, et pour y=3 elle donne P(y)=1, et 
pour y=0 elle fournisse P(y)=0; puisque 1, 3 et 0, sont les trois va- 
leurs de ys; d’ou lon deduit 


N) =—-W-Ny—-HH+l= —Ir+3r. 
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On peut trouver une infinitE de formules propres A verifier les con- 
ditions prec@dentes; mais on voit qu’elles conduiront toutes a des expres- 
sions du second degre, puisque il s’agit de trouver une @quation qui ait 
deux racines. En general si l’on avait une fonetion discontinue quelcon- 
que, qui eut seulement un nombre fini 2 de valeurs dillerentes dans une 
etendue finie ou infinie de la variable, il est clair que l’on pourrait, dans 
le m&me intervalle, la r&duire a n’exprimer qu’une valeur constante donnee, 
a Paide d’une &quation du degre 2 qui aurait pour racines les diverses va- 
leurs de la fonction connue. On pourrait meme ü laide de la theorie des 
“quations, transformer une fonction discontinue, qui n’aurait qu’un nombre 
determine de valeurs, en une autre fonction discontinue de forme don- 
nde quelconque; ce qui du reste ne saurait oflrir aucune difficult@ dans 
l’application. 

Maintenant il r&sulte des considerations pr@c@dentes, que lorsque par 
les conditions d’un probleme on sera conduit a une formule qui contiendra 
des fonctions discontinues, cette formule sera exacte aux limites, ou non, 
selon que lon y sera parvenu a l’aide des expressions pr@c@dentes qui 
representent exactement la fonction m&me aux limites, ou de celles qui 
ne donnent pour ces points, que la moitie des valeurs cherch£es. 


Pour appliquer ces reflexions a quelque cas particulier, nous consi- 
dererons le mouvement lineaire de la chaleur dans une barre infinie de 
tres-petite Epaisseur, en supposant que les temperatures initiales des points 
de la barre situes entre = —1, e—=-+1, aient pour valeur commune 1, 
et que tous les autres points depuis = —1, jusqua = —x, et depuis 
x—=1, jusquüa =», soient ü la temperature zero. Les geometres qui 
ont trait© cette question, ont trouv@ quwen indiquant par f le tems &coule 
depuis le commencement de l'observation, par v la temperature du point 
que Fon considere, et par x sa distance ü l’origine des coordonnees, on 
avait lequation 


02 
ı 


let Pdg__Xg* . 
v—— Se 7! 008yx sing; 
st r q 


maintenant si lon fait *=0, dans cette formule, on devrait retrouver les 





temperatures initiales; mais par la discussion que nous avons faite precc- 
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on trouve quelle satisiait aux conditions initiales du probl&me pour toutes 
les valeurs de x, excepte pour = +1; car pour ces valeurs elle donne 
v—=}. Ainsi l’equation precedente n’exprime pas les conditions initiales, 
telles que nous les avions demandees; et correspond A un etat initial qui 
donnerait v=0, depuis = — 1, Jusquax=—x, et depuis z—= 1, jus- 
qua 2=%x; fournirait v=5 pur z=+l1l; et v=1, depuis = —1, 
juqua x=1. 

Pour representer l’etat des temperatures permanentes dans une barre 
@chauflee par un loyer dont la temperature est 1, on a la formule 


MER dgeosgx 
u * Ber 
J 07 7] 


o 





qui exprime deux courbes logarithmiques se coupant lorsque 2=(0, a une 
distance egale a lunite au dessus de laxe des abscisses: maintenant comme 
au point diintersection on a e®=1, on sera dans le cas d’un polygone, et 
l’equation sera exacte meme pour les limites de chaque fonction; ce qui 
peut se verilier aiscment, puisqu’en faisant 20, on a 


2 l 2.n 
v--/ 1. —- 2-1 
«x 


14° 2.2 
C'est peut-etre par des considerations semblables, que Ion parviendrait a 
trouver 4 prior! pourquoi la serie 


hin ® 1— cos? : 1 — cos! 0 
(=) sine + e ee) sin?xc + ( 3 - sind + etc. 


st , Ä 
(dont la somme est — tant que l’on donne a x une valeur quelconque 








comprise entre 0 et a, et qui se reduit A zero pour une valeur quelcongue 


St 
‘) ’ 





AT u 
de x comprise entre @ et 7), a pour valeur = lorsqu'on fat =e = 


. “ (4 « FA . . (4 “ \ 
ce qui est aise a verifier, puisqu'elle se reduit alors a 
a\ ._ 7% 1 2n\ . 27 1 In\ . 37 
(1 — c08 2) sin z + 51 — c0$ 7) sin z- + z(1 — c0S =) SINZ er. + etc. 


Abe — 


=1—3+3— 343... ede=7o- 

Tout ce que nous avons dit jJusquici nous parait demontrer la ne- 
cessite de discuter dans chaque cas particulier la valeur des limites dans 
les fonctions discontinues, a moins que Ton ne comnaisse par avance la na- 
ture de la formule d’ou Fon a deduit les expressions qu'il s’agit de verifier: 
car une formule qui exprime une fonction discontinue quelconque est le 


produit de deux facteurs, dont lun represente T’equation & laquelle cette 
formule doit satisfaire entre deux limites donnces, et lautre exprime la con- 
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dition de la discontinuit@: et on a vu que celle-ci peut ätre exacte ou non 
aux limites. Si ces deux facteurs etaient toujours en evidence, il serait 
ais@ dans tous les cas de verifier les valeurs des limites; mais dans les for- 
mules auxquelles on parvient en resolvant les problemes qui comportent 
la discontinuite des fonctions, ces facteurs sont renfermes dans une expres- 
sion commune, et on ne saurait les separer. Par consÖquent il faut dans 
chaque cas particulier discuter les valeurs des limites. 

Les formules que nous avons trouy@es prec@demment, et qui mettent 
en evidence les facteurs dont nous venons de parler, sont utiles dans quel- 
ques cas pour faire connaitre directement la marche de la fonction discon- 
tinue: on trouve par exemple _ 


a 2 ’dgcosga _ ee AT 
ot ar 1+g° Ze 2 st 4 Fr‘ 


et Ion voit que ces expressions serviraient de m@me a representer l’etat 











permanent d’une barre, dans laquelle il y aurait un nombre queleonque 
de foyers de temperature constante. 

On pourrait aussi, par des formules semblables, exprimer des fonc- 
tion discontinues ä deux ou a un plus grand nombre de variables: pourvu 
que Von modifiät convenablement les conditions des limites. 

Ou'il nous soit permis de remarquer ici, que l’on fairait «disparaitre 
«uelques-unes des difhieultes qui se rencontrent dans l’emploi des formules 
de transformation, dont on se sert pour lintegration des &quations aux 
dill@rentielles partielles, et dans l’etendue quwil faut attribuer aux fonetions 
arbitraires discontinues, si l’on faisait usage de la formule 

1 plate) | glrteien 
pt) = 2u) ie gern tie even du 
6 


que nous avons donnee dans les Memoires de l’Acad@mie de Turin. 





Parceque la quantit@ x qui est indeterminde, et qui deit s’@vanouir d’elle- 
meme, sert a detruire les erreurs que l’on pourrait commettre en attri- 
buant au developpement de ®(f) une forme qui ne lui conviendrait point. 
Du reste ces considerations, qui sont indispensables pour obtenir des re- 
sultats exacts, interessent specialement lanalyse des &quations aux difie- 
rentielles partielles qui expriment le mouvement de la chaleur, lorsqu'on 
suppose que les temperatures initiales ne sont pas assujetties aux lois de 
sontinuit@: car en considerant la question sous le rapport physique, il pa- 


rait peu probable qu’aux limites «de ces fonetions discontinues, la communi- 
30 * 
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cation de la chaleur de mol@cule ad mol@cule se fasse d’apres la difference 
des temp£ratures. 


Jusqu’ä present on n’a represente@ les fonctions discontinues reelles, 
jue par des suites infinies ou par des int@grales definies; et Fon ne con- 
nait aucune expression finie qui ne renferme que des quantitds alg&briques 
et des fonctions exponentielles ou circulaires, mais qui puisse cependant re- 
presenter une fonetion discontinue. Toutefois en observant qu’en general, 
lorsque une fonction cesse d’obeir ü la loi de continuite, on peut toujours 
supposer qu’elle passe par 2 au point ou elle change brusquement de na- 
ture, on parvient a trouver des formules qui ne contiennent que les trans- 
cendantes de lalgebre el@mentaire, et qui peuvent exprimer une fonction 
discontinue quelconque. Sans exposer les recherches qui nous ont conduit 
a ce rÖsultat, et qui exigeraient de trop longs developpemens, nous nous 
bornerons ü verilier a posteriori une de ces expressions, d’ou l’on en pourra 
deduire une infinite d’autres. 


Les geometres qui se sont occupes de la determination des valeurs 
particulieres des co@fliciens differentiels, ont reconnu depuis long-tems 
que la fonction x"logx, qui lorsque <=0 prend la forme $, se reduit ü 

(4 .,7, u , 
zero pour cette valeur de x lorsque 2 est une quantite positive, et quelle 
devient infinie lorsque z est negative: maintenant si lon discute les diver- 
ses valeurs de l’expression 
‚logy)(x—r) 


e!Ey) 


lorsque y=(, ou ce qui revient au meme de l'expression 


logo, Er) 
li 





Be — 
u —— 


, | 
on verra que lorsque x est une quantite positive queleonque plus grande 


[4 
que 2, on aura (e—n)logO = — x, et par consequent 
= elogo)e * = e -we e° = 1: 


mais comme on a, lorsque <=n, 


0.log0 = 0, 
on trouvera 


o.1020 r 2 
eve De \ — e‘!080 eC — ee”? — 0; 


et enfin lorsque x est une quantit@ queleonque comprise entre z et Tinfini 
negatif on aura er —n=—p, et par consequent 

(x<—n)log0 = — p(— x) = 8; 
et partani 
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any (108 0) (x—n) ® 
el0g0) e — ee — . — 0. 


D’ou il resulte que la fonction 
eg) e 


(log 0) (x—n) 

est egale a zero depuis e—=— x, jusques et inclusivement äx=n, et 

que depuis e=n, jusqua z=%, cette fonction a pour valeur Vunite. 

Ainsi le produit 

(logo) (x —a) (logo) (a+ b—x) 
r e(loe 0)e 


(logo) e 
all ’ 


est nul pour toutes les valeurs de x comprises ntre = et = —x; 

et entre z=a+b et x=x; et est dgal a lunit© pour toutes les valeurs 

de x comprises entre =a et r—=«a-+b; excepte ces dernieres limites 
u (4 . \ 4 B) 

pour lesquelles il se reduit a zero. On peut observer que l’on a 


(x—a) 
(6) 


== Ü s 
Maintenant pour appliquer ces formules & un exemple nous chercherons, 


1 oO \ — 
oz. 0) (080) (x — a) 


comme nous l’avons deja fait, la formule qui exprime l’&tat permanent des 
temperatures dans une barre tres-mince de longueur indefinie, qui a un 
foyer de chaleur place ä l'origine des coordonndes et dont la temperature 
constante est egale a Tunitd; et nous aurons 


ve, e* er. c085- 0 
d’ou lon deduit l’equation 


2 Pag 08 „ nu” * ne T no * 
0 


qui donne la relation 
ın 
e“ re st gr ade nx u" ” nx 
. .008 | u 0°”, — e "*,cos 
On trouverait de la m&öme maniere l’expression d’un grand nombre 
d’int@grales definies dont on a cru jusquici devoir former des classes distinc- 
tes de transcendantes, et qui ne sont que des formules contenant des fonc- 


x 





— X 
0 


0 . 


sı 
2 


tions logarithmiques et circulaires, dans lesquelles on a donne des valeurs 
particulieres aux constantes quelles renferment. Nous montrerons dans la 
suite de ces recherches l’utilit@ de ces formules, dans la determination des 
valeurs des integrales definies, et les applications nombreuses qu'on en 
peut faire a la theorie des nombres, et en general a lanalyse des fonctions 


.\ 
entieres. 
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26. 
Beweise der ersten Sätze der Theorie der numerischen 
Facultäten. 


(Von Herrn Th. Clausen zu München. ) 








‘ 


> 
r ' \ “ > 1] » . - . r 
Den ichnet man das Product s.3—1.3—?...., wenn es aus n Fac- 


toren besteht, durch z ,„ so kann man jede ganze positive Potestät von z 


in eine Reihe von der Form: 
Dur Di 
1. A. A, s—1 u re "eh s—l EEE We 
a. Setzt man successive s—=1, 2, 3, 4, 5, .... 80 erhält man 


(n) (n) u 
zur Bestimmung von A, s Ad, . etc. folgende Gleichungen: 


n \ 


u =4A; 
‘dA +1. Er 
ge gg +, 


Vo +3 "+3,24 I n; 


- “ * > . . ” . ” . . “ ® . 


ER 


‚m-2 (n) 
(m-1) —=A, HmdA, +m-2 ‚M-=. 34, Hm-2.m-3. m-4A, he tm2 u 


m" —A, Hm) 4 +m-1. m-2.4, +m-1. m-2.m-3.4, RR we er 


‚m-ı (n) 
ml Anıe 
Multiplieirt man die Br die vorletzte u. s. w. dieser Gleichungen mit 1, 


“ 
P7 





m-z 








. m—i.m— n—1.m —2.m —3 . ‚ 
—(m—1), ————, — = u.8. w., und addırt die Pro- 
“I Bin 
| ' u rn) m) 
ducte, so verschwinden in der Summe die Coefficienten von A, , A, 5»... 


“ (n) 
bis A 


m 


‚„„da sie 
(1—1)”""; m —1(1—1)”"; m—1.m —2(1—1)""; etc. 


sind, und man erhält: 


- 





‚m-ı (n m-1 m-1.m- jr m-1.m-?.m-3 
. m=-1 An. = m" — 7 (m-1) "+ 13 = (m=2 ur a (m3)".... 


m-i 


m—1 „. m 
.»ee. 0 + 4. a ee > l . 
Dividirt man die Formel (1.) mit 2” und setzt nach der Division = x, 


so erhält man: (") 
1 =|.. 
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folglich 


_,n I.n-3 n 
3. na =)" — on a EI) PER 73T. 


2. Eben so res man die Coefliecienten der Entwickelung 








In) ———, n 


4. (3 +e) in ge -1 +Br,— - '+B, Ei g—1 


indem man successive 3 253, 4, 2... setzt, wodurch sich die Gleichungen : 

(i+ 2)" zum BR” 
. ‚(n) 

+, 

. n y\ c ‚m) ‚(n) 
(344) = B. '+2.B, I2.15,, 

n (n) . nn) : (n) 4 (n} 

GE EEE ET 


Pe 


: (m) (n) u 
(m-1+e)' = Bb, +m-2.B, —+m-2.m-3B, as, .. Ku m-? Im 29 
n _(n) (n) (n) ‚m- —— + 
(m+o)'=B, +m-1.B) +m-1.m-2B, +....+m-1"B, ml" B,,, 


und woraus sich auf dieselbe Weise wie oben — 





1 Bar nn m— m—1.m—2 


5. b„,m-i — (am) Te] + 5 + )) 


—1 . —) . —d) « u 
BEN. 5 3 ao > (at+m-3) ....t (a+l). 


6. m = (an) — 4 a4 + 


3. Wenn 2 eiue ganze positive Zahl ist, so hat man, wie leicht 








(u+n—1) ....tle+l) i 


zu zeigen ist: 


7. tl! —- x =nz 
nn ne a 

) b) 
subtrahirt man von dieser die Gleichung ... und berücksichtigt sie ım 
zweiten Gliede, so findet man: 


also auch 








— j . — — N1— 
&. +2? — 7 :+1 * 3 enn-z:, 
y er Z n — | 
also auch z+3 —2 z+? +z41 = n.n—1 +1, 


und wenn man wieder von dieser die Gleichung (8.) subtrahirt und die 
Gleichung (7.) berücksichtigt: 








n ‚N EEE ER na u 
9. 243 —3 2:47 +3: ——sı en 0: 


Hieraus läfst sich vermuthen, dafs allgemein sei: 





1 ee 1 u ae 


m m- m.m-1.m-!) 


10. stm 2 2+m-T + stm — 7m re wen x 
re: 


wenn diese Gleichnng Statt findet, so ist auch: 
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ig mn „” m.m u m-1. m: = - ‚n u ‚n-m 


und wenn man die Gleichung s(10.) davon hin und (7.) berücksich- 


tigt, so ergiebt sich: 

‚n n 1 EEE - 
zım+l m +” -—— 2+m—1’ RE ne x f 
Die Gleichung (10.) gilt also auch für n-+1, wenn sie für m gilt, folglich 


sanz allgemein, da sie für nm =2, 3 richtig ist. 








Setzt man n=n, so - 














2 = 3 
“m 7 n wur) n ö ‚R u L. 
11. z+n u he ; s+n—2 — _—2+n-J3 +. .=n . 
3’ 
4. Die Coefficienten des Binomiuns 
12. >" nn m= 2 — 87,09 (nn), m,n—3 
2 a 9 re 


findet man auf dieselbe Art; hei. man ER s=(, 1,2, 3,4 etc., so wird 


—=Vo)9 


hr | 


’ y (n) 
h +1 = — 1.4, Y 
—— (m nn er n-2 
y+ır = hu, ac : 
— y —,n EA ’ en (n) —,n-3 
v+3 =Y + 3.4, Y 13,24”) Y I 2.14, y 


— fi a), ut N) (n) —,n-3 —,m 
ytm =y y mA, yHtmAy hm’ f- Yt..+m Any . 


Multiplicirt man nun die letzte, die vorletzte u. s. w. dieser Gleichungen mit 




















m.m—1 m.m—1l.m—2 as ai: 

1, —m, u 7E ao Berge 123 u.8. W., SO -_ rt sıch: 

—y (n) =, n-m ‚n „" 
m Any =ytm — —y +m—1 ge na 30 m! —ı... 


und wenn man für das zweite Glied den won aus (10.) substituirt 
—,m (n) —,m 


12. m A en, 
welches die Gleichung für die Binomial- Coefficienten ist *). 
München, den 20. Februar 1831. 





*) Herr Th. Clausen bemerkt in einem Briefe an den Herausgeber dieses Jour- 
nals, dafs, wie er zufällig erst nach Absendung des Aufsatzes No. 14. im vorigen Hett, 
in den Zusätzen zu Lacroix Differential- und Integral-Rechnung gesehen, der im 
vorigen Heft S. 114. mitgetheilie Beweis des Wilsonschen Theorems schon von 


Laplace gegeben worden ist. Anm. d. Herausg. 
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27. Lume et Clapeyron, mem sur Üequwlibre int. des corps sol. homoz. 


u | 


Wemoire sur "’equilibre interieur des corps solides 
homog£nes. 


(Par MM. Lamd et Clapeyron, Colonels du Genie au service de Russie. 
(Suite du memoire No, 19. du cahier precedent. ) 





26. 


KFesienons Par X,, Yıs &ı les projections de la pression 7’ sur les troıs 


Be 
u 


unes des &, y, 3; les equations du . wraphe 24. donneront: 
9. = mN,+mT, +mT, = mT,;,+mN,+m;T,, 
ie m ı RT 
2. u m, r, + m, T, + m,\\,, 
et par suite: 























IN. TFA TIS: =N,T,) 
Zi ee 7 a 39 7 u u 5 = a Br = u 
10. Im, = EN TE N HN IN, T) 
e N, N Be . :1,—N, ET —N, 7 —N; 1} ’ 
Cr T, T,— .) try I (T, T, Sa N; T, + > N; \ -, + 
Sn Fra STT. AN TDTNTETNT 
Si Von met pour simplifier ces dernieres @quations sous la forme: 
11. m, = PT, +73, m = urrNn + I 
u PR An ll FR Fi a ER 


öuation m’ m? ni) —=1 exigera que lon ait: 
> ; Ber Pen . er I ® \2 f . rn u \2 E Fo age = u | nn: 4 
12. vot+ 73 + I,°,) +(5r0+! En 78) u CE 7 ui 7 7 5 ER: Mac 
ou en developpant: 
2 PR wP\ u pe? „2 _] RN 3 Tr, } N | 
Beieertrtrei rn rn tr rn tra + 
nF. 12 Er Pr 3 Y) ce ‘ fs} > Ya r = 
CA a ri, 7,7,+9,7,4+V T)yıST - abs; ; 7 +V; r,) 8 ‚—=1. 
. . ‚ ’ . / , .yx 
Supposons trols axes, menes par le point m que Von ee 
\r a ’ [4 . . 7 
paralleiement aux axes coordonnees des x, y, z, et soit prise snr P’ une 
. . (4 Pr . , 
lisne qui la repreösente; &,, Y,, z, seront les coordonnees de lextremite de 
. . x r ” ” # . . . 
cette ligne, relativement a lorigine 7, et l’equation (12.) indiquera que 
[4 . [4 . 4 . .. 
cette extremite est situee sur un ellipsoide ayant son centre en M, dont 
5 [4 . . a 
la ligne P} sera consequemment un demi-diametre. 


Done: Si sur les direcetions des pressions ou tractions 


r ZW = 
exerelcs sur tous les elemens plans, passant par le point M, 
Grelie's Journal d. M. VIL Bd. 3. Hft. 31 
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. . . ® \ . o “ 

on imagine des lignes prises a partir de ce point et respecti- 
. \ . 

vement proportionnelles a ces pressions, leurs secondes ex- 

tr&emites seront situ@es sur un ellipsoide ayant M pour centre. 


27. 


Il suit de cette interpretation geometrique que les demi-axes de 
lellipsoide (12.) donneront, en grandeur et en direction, les pressions ou 
tractions maxima et minima exercees autour du point M; done si les axes 
des x, y, = etaient preeisement paralleles ä ces axes principaux, les termes 
en X, Yıs Yıdı, 3,%, devraient disparaitre dans l’@quätion (12.), ce qui exi- 
geroit que l’on eut entre \,, N,, N\;, 7,, Z3, 7; les trois relations: 
13. vr tun tn =0, sr, te, turn =0, vratrr,tVr=0. 


Dans ce cas l’@quation (12.) seroit de la forme: 


4 G+r@)+@)=% 
et l’on auroit: 


13. At An’ + Anl, (Br’+ (But Br)=1, 
(Cr + (Cr) + (Cu) — 1. 

Soient h,, hy, Z5 Ins kr, das Ar, Ak, /; les cosinus des angles, que les 
normales aux elemens plans, sur lesquels les pressions A, B, C sont 
exercees, font avec les directions de ces pressions, les @quations (10. ) 
donneront: 

16, A, = Av, K=Ar, = Ar, „hmBr,, k=Byu, „WeBr, 

h; = Gr, ’ k; = Ur, . B = Cy;. 

Ces expressions transforment ainsi les @quations (13): 
17. Ak+h,k+ hl =0, kl+kL+ kL,=0, ht Lh,+lh,=V0. 
On conelüt de la que les elemens plans sur lesquels s’exercent les pres- 
sions A, D, C, sont perpendiculaires entr’eux. 


Si done ces trois el@mens £teient paralleles aux plans primitifs «des 
sy, xz, yx, kes angles [4, B], [4, C], [B, C] «tant droits, les compo- 
santes VW, , N,, N,;, 7), Z;,, 7,, d’apres les &quations (6.) devraient satis- 
faire aux relations: 


++ dee 
DEdTEaryEzzE 
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WE RE FE OR IE u. u u 
ee. Tr I IP IJ PH TE 
DELETE 


Bsersatrse 
or on sait que ces @quations conduisent par des transformations convena- 
bles aux @quations: 


9. (+ + ach + +) 
)+5)+G) = 


et il est aise de voir que les relations (18.) et (19.) ne peuvent ötre satis- 
faites en m@me tems, a moins que 7,, 7,, 7,, ne soient nuls; d’ou il 





suit que les pressions ou tractions principales sont perpendiculaires aux 
el&mens plans, sur lesquels elles exercent leur action, 


28. 

Ainsi: Un corps solide primitivement homogene, quelles 
que soient d’ailleurs les forces etrangeres qui lui sont appli- 
quees, jouit de cette propriete, que, pour chacun de ses points, 
il existe trois elemens plans principaux, passant par ce point 
et respectivement perpendiculaires entr’eux, qui eprouvent 
de la part des molecules voisines des tractions ou pressions 
normales. De plus si on imagine un ellipsoide ayant pour 
demi-axes les trois pressions normales principales, un quel- 
conque de ses demi-diametres estla pression oblique exercee 
sur un el@ment plan passant par lepoint M, et tellement place, 
que sa normale fait avec les axes de l’ellipsoide, des angles 
dont les cosinus sont egaux aux projections du demi-diametre 
sur les mömes axes, respectivement divisces par ces axes 
eux-memes. 

29. 

Examinons encore le cas, ou les pressions principales A, RB, C au 
point M, sont paralleles aux axes des x, y, x; alors les &quations (6.) 
donnentt A=+N, B=+N,C=+N,7,=0, 7,=0, T;=0, Les 
forces /,, N,, N, etant positives lorsque les demi-axes A, B, C corre- 
spondront ä des tractions, negatives lorsque ces demi-axes representeront 
des pressions; pour simplifier, nous reprösenterons les forees N,, ,, N. 


par les axes #, D, C eux-memes, auxeuels elles sont @gales en valeur 


3° 








u. P . . . 
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absolue, c'est a-dire que nous supposerons que les quantites 4, D, C ont 
elles mömes des signes, et sont positives ou negatives suivant qu'elles re- 
presentent des tractions ou des pressions. 

D’apres ces conventions, dans Vellipsoide (14.), un demi- diamötre 
queleonque D,, dont Vextremite a pour coordonnces x,, yı, &,, reprösente 
la pression oblique exercee sur un plan, dont la normale fait avec les axes 
des angles ayant pour cosinus: 


an ‚ X a en Be 
“Us IH, ea = Fi: ae s Pı or .. 


r 
f A . I (‚ 


. . „ 4 \ (4 (4 . .- . ” 
c'est ce qui resulte du theoreme demontre par les quations (7.), ou imme- 


wi 


- 14 . 
diatement des @quations (10.). 

Gencralement dans les equations (20.) 4, B,C, x,, Yı, %,, pouvant 
tre positils ou negatils, les cosinus 77, , 7,, P, seront positifs ou negatifs, 
et indiqueront dans tous les eas la direction de la normale au plan sur 
lequel siexerce la force D, 5 sı cette direction fait avec le demi- diamctre 

anole plus erand qu’un droit, @ewal A un droit \ yetit au’ iroit 
un angle plus grand qui ‚ egal a un droit, ou plus petit qu’un droit, 


D, representera une pression, une force tangentielle ou une traction. 


30. 
Soient D,, D,, D;, trois pressions obliques exereces au point 7, 
sur trois elemens plans quelconques, perpendiculaires entrieux, et x, , 
5 #5 Yas 3 X55 Ya, 3 les proJections de ces pressions sur les trois 


. 4 v . (4 . 
axes prineipaux, on aura les six Cquations: 


++ De 
ur led 


20. 


n| 2r 


X,T V2Y & 

2 

Ces six @quations donnent les relations suffisantes et ndcessaires, qui «loi- 

vent exister entre les coordonndes de trois points de lellipsoide (14.) pour 

que les demi-diametres qui aboutissent ü ces points, representent les pres- 
sions exercees sur frois plans perpendiculaires entr’eux. 

D’un autre cot@ proposons nous de rapporter Fellipsoide (14.) a des 

diametres conjuguds; soient 7, , 7,5 Pı5 Myy N, Pe5 M;, 7,, ps les co- 


sinus des angles de direction de ces nouveaux axes, on devra se servir 














ı) ’ 


le 
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des formules de transformation smivantes: 
x = m x’ m,y'4 m,z', yznctn, y{nz, z=pne-+p, y tn,2, 


ı 


substituer ces sales dans lea ‚ation (14.) et egaler a zero les termes conte- 


nant les rectäugles x Y : y2,; 3’; ce qui conduira aux Equations de condition: 
mm, eu N, Pr Pa . m; my 6 ": pP P: 
zn. - =+ 5 0, Ad: + + = =(, 
mn, m n,n I), p 
mm al LBaBı ug, 


ge. 
y . . \ ® ’ > > - „ rr 
C’ les demi-diametres conjugues; A,, FF, Z5 X, F.: 


or soient 4‘, 
Es; Ass F5, Z; leurs projections sur les axes de TVellipsoide, on aura 


eyidemment: 
, - / 7 / j Be ai > , 2, 
A, AM. ji ud Ma == A Pı> X, == Mn, mein; AR hp, 
Re Sekte Um, s F, nn ( n, 2; _—— ‚ "p, 


. .# 4 » 
Ces relations, Yequation (14.) et les Pe (22.) donneront enfin: 


++ ern Dr = 




















nr (=) (7) = 
23 Ä (>)+ B Tr Fr rn 1; 
aa a Eu 24,2 x. En, 2 
we ae Sauer > ze —=U, a a + =U, 
up Y, »Y; PR Pa 
\ A: m. B:  —- 0. 


Ces six Equations donnent les relations suflisantes et ndcessaires, qui doi- 
vent exister entre les coordonnces de trois points de Vellipsoide (14.) ponr 
«ue les trois demi-diametres qui y aboutissent, soient conjugues entr'eun. 

Liidentite des @quations (21.) et (23.) demontre que les pres- 
sions obliques exerc&ees au point M sur trois elemens plans 
queleonquesperpendiculaires entr'eux, representent en gran- 
deur et en direction, trois demi-diametres conjugues de l’el- 
lipsoide, ayant pour demi-diametres toutes les pressions 
exerceees autour du point M. 

31. 
Les @quations (20.) donnent @videmment: 


24. = + = rn = (U, 








pour I’equation du plan sur lequel s’exerce une pression oblique D,, re- 
prösentee en grandeur et en direction, par le demi-diametre de Vellipsoide 
(14.) dont lextremite a pour coordonndes x,, Yı, &+ 
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Or imaginons une surface du second degre qui auroit pour “quation: 
. Slim 
A B C z. 
le plan (24.) sera evidemment parallele au plan tangent A cette surface, 
au point d’intersection de cette surface avec le diametre D, , prolonge sl 
est necessaire. 

Si les pressions principales 4, B, C sont toutes les trois positives, 
ou toutes les trois negatives, c’est-ä-dire, si elles correspondent toutes 
les trois “a des tractions, ou toutes les trois a des pressions exercees au 
point M sur les trois faces principales, l’@quation (25.) representera un 
second ellipsoide concentrique au premier (14.), ayant ses axes situes sur 
les m&mes droites et proportionnels en grandeur aux racines quarres des 
axes correspondans du premier ellipsoide. 

Si les pressions principales n’ont pas toutes le m&me signe, TC- 
«quation (25.) representera deux hyperboloides, un äa une nappe, et le 
second ü deux nappes, «ui auront le m@me cöne assymptotique, et les 
memes axes. Dans ce cas le cöne assymptotique de ces deux hyperbo- 
loides conjugues, qui a pour equation : 


I6 ee y u. z? 
 zt7t7=% 


viendra rencontrer lellipsoide (14.) suivant une courbe a double cour- 





bure; les demi-diametres de cet ellipsoide aboutissant aux differens points 
de cette courbe et consideres comme des pressions seront dans les plans 
mömes, sur lesquels elles exercent leur action, lesquels seront tangens au 
cöne assymptotique; ainsi pour chacun de ces plans, les actions des mole- 
cules voisines de M, et situces d’un m&me cote de ce plan, auront une 
rÖsultante tangentielle au plan, et qui ne tendront qu’a faire glisser sur 
ini les mol@cules de sa surface. Tous les demi-diametres de l’ellipsoide 
(14.), int@rieurs au cöne (26.) representant des tractions ou des pressions, 
ceux exterieurs aA ce cöne representeront au contraire des pressions ou 
des tractions; le passage de Tun a lautre de ces etats se faisant au moyen 
les demi-diametres situes sur la surface du cöne qui representent des 
lorces tangentielles. 


#L 
32. 


On voit par ce qui preeede que les proprietes dont jouissent les 
pressions exereces autour d’un m&me point d’un corps solide, dependent 
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et se deduisent tres simplement des directions et des intensites des pres- 
sions principales exercees au m@me point. D’apres cela il est necessaire 
de determiner ces pressions principales, lorsqu’on connait les pressions 
obliques qui s’exercent sur trois @elemens plans quelconques perpendicu- 
laires entr’eux. 

Soient toujours comme precedemment /,, N,, N,, 7, 7T,,T, 
les forces normales et tangentielles connues, relativement ä trois elömens 
plans, paralleles aux plans coordonnes auxquels le corps solide est rap- 
port@; soient toujours 4, D, C les pressions principales, les @quations (3.) 
donnent: 

ringe + m?C, N,=n, A+n?B-+n?C, N=p A+pB+p30; 
27.! 7, =pn,A+pmB+pnC, = mp, A+ m,p,B+m,p,C, 
T,—= nm, 44 n,m,B+ n,m,C; 
et Ion aura en oufre: 

+3 +m;=1, tr. =1, pP tr + —=1, 
m,m,+n,n,+p,p.=0, mm, + rn, + pp =0, mm + nn -+pp,=0. 

Toutes ces “quations determineront les valeurs des pressions prin- 
cipales A, B, C, et les cosinus de leurs angles de direction 

Mi ih We ir A Mi Ar Di 
L’elimination de ces neuf dernieres quantites conduit ä trois equa- 
tions entre A, PB, C, que l'on peut mettre sous la forme: 
A+B+C=N,+-N.+N;, 
28. (4IB+ACHBC=N.N + N N+ NN,—-T —T?’—T, 
ABC=N,N,N, +2 T,T,T,— N, T:— N,T—N;T:. 
Ces quations (28.) d@montrent que les quantites 
G= N, + I, + N; ’ 
29. ıA=NN,+N,N+N,N,—T— 7 —T, 
K=N,N,N,+?2TT,T,—N,T—N,T—N,T}, 
conservent, pour chaque point du corps les m&mes valeurs lorsqu'on passe 
d’un systeme de trois elemens perpendiculaires entr'eux A un autre. 


Elles donnent immediatement la somme algebrique G des trois pres- 
sions prineipales, la somme /7 de leurs produits 2 a 2, et leur produit to- 
talX. On a done tout ce quiil faut pour composer l’@quation du troisieme 
degr& qui auroit pour racines ces trois pressions. Elle sera de la forme: 


30. E-GPE+HE—K =0. 
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Lorsque les lonetions u, v, w seront determindes d’apres les circon- 
stances connues du corps propose les equations des paragraphes 12. et 13. 
donneront les forces normales et tangentielles N,, 2.7.0, % 
pour tout point particulier M; les equations (29.) feront ensuite connaitre 
les valeurs numeriques des coöffieiens (—G, + H,— X) de l’equation (30.); 
enfin les racines de cette Equation donneront #4, D, Ü, en grandeur et en 
sine. Un connaitra ainsi lintensit@ et la nature de chacune d’elle; il re- 
stera a determiner les plans sur lesquels elles s'exercent; on y parviendra 
au moyen des considÖrations suivantes. 


‘.2.') 
Bde 


Considerons une des pressions principales, f par exemple; comme 
olle agit perpendiculairement au plan qui lui correspond, les equations du 


j 2 h nyYnpyonf 
.s a. GÜUODDNCTOLL, 


un. (Y—N+m, T,+m,T,=0, m,T, + m{(N,—A)+m,T,=0, 
rei m, T,+m,T, +m, (N — A)=0, 
dou Fon conclut: 
32. m (AT +-T,T,—N,T) = m (AT, +-T,T — N,T, 
= BAT HFT—E Bu, 
On deduit aisement des equations (32.) que Vequation du plan perpendien- 
laire la direction de #/, au point M, est: 


‚d , A . 
on _ y— zz 
Iöe a a tr a + ee Ta Te er 
AT,+-T,T,—N,T, AT’+-1,T.—N,1; 
/ 


x. Y. x Ötant les coordonnees du point M, et x‘, y‘, x’ les coordonnees 


. 
4 





I AT,+-T, T,—-N;T, 
eorrantes. On aurait les equations des plans sur lesauels siexercent les 
Br . . u ° , , 
pressions et €, en substituant successivement dans l’equation precedente 
BetCala place de 4. 


N 


N 


il convient de considerer le cas ou Tune des pressions prineipales, 
Ä par exemple, seroit egale a zero. Ce cas se prösentera toutes les fois 
que Ja quantit@e Ä, dernier terme de | Cquation (30.) seroit nulle, d’est- ü- 
dire toutes les fois que Fequation de condition: 

34 PN +TEN+TN, =2T,TT,+N,MN, 

sera satisfaite par les composantes des pressions exeredes au peint M, sur 
trois elömens plans parallöles aux trois plans coordonnes. 

’&quation (34.) exprime que le deneminateur commun des equa- 


tions (10.) est Egal x zero: or ces Equations donnent les valeurs des cosi- 
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nus des angles, que doit faire, avec les trois axes eoordonnds, la normale 
a Lelement plan sur lequel une presssion P,, ayant pour composantes x,, 
Y., 3, exerce son action; ces cosinus seraient done infinis, si les numerateurs 
des expressions (10.) n’@toient pas nuls en m@me tems. Ainsi les compo- 
santes, &,, Yı, 5, d’une quelconque des pressions exercees autour du point 
M, doivent satisfaire, dans les cas que nous considerons, aux trois Aquations: 
x, (7—N,N) + y; R—T,T)+3(MT,—TT) = 0, 
39. x, (N; T,—T, T,) + Yı (7, — N, N,) + 3, (/), N, — z, T',) a , 
x, (N, T,— T,T)+ yı(M, T—T,T) + z(' — NN) = 0, 
Or il se trouve que ces @quations sont identiques entr’elles en vertu de 
l'’@quation (34.), qui exprime seule que les rapports de leurs coöfficiens 
respectifs sont les m&mes, 

D’apres cela, si Don imagine par le point MH pris pour origine, trois 
axes coordonnes paralleles aux anciens, x,, Y,, 5, seront les coordonndes 
de l'extr@mit@ de la droite, representant en grandeur et en direction la 
pression P,, et les @quations (35.) indiqueront que cette droite, quel que 
soit le plan sur lequel s’exerce la pression P,, est situee dans un plan 
determine, represente par laxe quelconque de ces “quations. 

33. 

Ainsi: lorsqu’en un point M d’un corps solide une des 
pressions principales est nulle, c’est-ü-dire lorsque l’equation (34.) 
est satisfaite, les directions de toutes les pressions exercees 
autour de ce point, sont situdes sur un m&me plan. 

La position de ce plan tant determinde par les equations (35.), 
imaginons que ce plan soit parallele au plan des x y; alors les composan- 
tes de toutes les pressions suivant laxe des z seront nulles, et Ton devra 
supposer dans les formules prec@denies Z,, Z,, Z; ou 7, 7, N;, €gales 
A zero; alors les formules (6.) deviennent: 

36, 5 ——— vVW+7)); P, — vY+22; P, zu. VÖ, 
T(M+N) = P;,P,cos[P,, P.], 


d’ou 


BB 2 n2 _° 

(N, N—T) = PP; sn’[P,, P.]. 
En outre si l’on designe par x,, y , les composantes d'une pression 
quelconque P!, et par m,, m,, m, les cosinus des angles que fait avec 
les axes la normale ä l’element plan sur lequel, cette pression s’exerce, 


on aura d’apres les @quations (9.) 
Crelle's Journal d. M. VII. Bd. 3. Hft. 32 
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x, = mN,+m,T,, „= m T,-+m,N,, 


et par suite: 


N,0,—T,Y: a 
37. m = —— — n,= _—_, m = + — m’—ım,). 
1 N,N, -T3 N,N,—T3 ty 1 2/ 


La troisieme de ces @quations d&emontre que chaque pression P! exerce 
son action sur deux plans differens, ayant la möme trace et la meme in- 
elinaison sur le plan des pressions, en sorte que leurs normales ont la 
möme projeetion sur ce plan, et sont symetriquement places par rapport 
A luis en vertu de cette symetrie il suffit de considerer les normales situdes 


au dessus du plan des pressions. 


36. 
Les equations (37.) donnent: 
30 IaT 5 mM ..N? ee. Be Nr rma\? 2 
30. (N,0,— 43 Y\) .- (N, 1 — I5%,) en (N, N,— 7) (1—m;). 


Cette equation demontre «ue les pressions correspondantes A toutes les 

normales formant une surface conique droite autour de laxe des z, sont 
. y. \ } a . . 14 ” 

les demi-diametres dune mcöme ellipse situce dans le plan des pressions, 


et ayant le point M pour centre. Cette ellipse toujours semblable a elle 


“ 


mÖme, et toujours semblablement placee, augmente au centre du cöne avec 


. x . - x . 
langle au centre du eöne de normales que l’on considere; elle obtient sa 


L; ! ıY nn ,T 
us Pramae erlona 
PP: > 


ve lorsque cet angle devient droit, et que le cöne 
ke . ’ . 
normales se coniond avee le plan des pressions; son @quation est alors: 


'N x  a- \? „| Vo Dr Ei m2\2 
KEY), L I Ti 0 (MY —L3%,) = (N, N,— 77) 
. 14 . ‘ 
ou bien en vertu des equations (36.): 


Bye )2 2 12 _.: ED Ei 
39. Pr+Py'—2P,P,a 


Tous les demi-diamttres de cette ellipse representent les pressions EeXer- 


ui Di u RR DB 
yıcos(P,,P,) = PP, sin’ (P,,P.). 


1 


ceces sur des elemens plans perpendiculaires au plan des pressions. 


3, 

Les ellipses (38.), (39.) ont toutes leurs axes sur les deux me&emes 
droites; si les axes des x et des y etoient paralleles a ces axes eun 
memes, cos(P,, P,) devrait ötre nul dans l’&quation (39.), qui seroit nc- 
cessairement de la forme: 

40. Pix’-+ ?yı —P?P?, ou (3) + (22) — 1; 
i 2 
les deux demi-diametres P,, P; representeraient alors les deux pressionis 
principales exercdes sur les deux elemens plans prineipaux perpendiculaires 


entr'eux et au plan des pressions. 
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Pour coordonner ces cas avec le cas general, representons ces pres- 
sions principales par 4 et 5, l’@quation (40.) deviendra 


) b) 
ICı\ Yı\” 
a. +) 
A + b r 
toutes les ellipses (38.) seront representces par la formule: 
,\? * : 2 
42, (=>) (2) — 1—m; ; 
A + RB 39 
une pression P’ queleonque, demi-diametre d’une des ces ellipses, agira sur 
un plan dont la normale fera avec les axes des angles dont les cosinus seront: 


u 2 


— f vun 2\ 
=7,n= v(il—m, —m,), 


433. m = 2 


cet elöment plan lui-m&me aura pour @quation: 
x.x vy / x ? y a) 
44. —— + I (1-&)-(@%) ).2 == 0) 
A b + } A b 


sa trace sur le plan des pressions sera evidemment parallele a la tangente 


Mm, 


a la courbe representee par l’equation: 
. u y- 
45. = +5 = A, 
au point ou cette courbe est rencontree par le demi-diametre P!; cette 
propridt© permettra d’assigner gcometriquement la position de l’el@ment 
plan demande. 

Lorsque les pressions prineipales / et B sont de meme signe, la 
courbe (45.) est une ellipse, concentrique aux ellipses (42.), ayant ses axes 
sur les m@mes droites, et proportionnelles aux racines carrces des pressions 
principales correspondantes. Lorsque A et B sont de signes contraires, 
l’equation (45.) repr&sente deux hyperboles, ayant pour asymptotes com- 


munes les droites comprises dans l’equation 


pP Ps 


x Y 
A B 
Lorsque le plan des pressions n'est pas parallele a Tun des plans 
4 . ey u . .*. 7 . co 
coordonnes, une des @quations (35.) indique sa position; Tequation (30.) 


. er z & , of . . 
donne toujours les deux pressions prineipales 4, P, et l’equation (33.) les 


—=() 


plans sur lesquels elles agissent. 
38. 
Consid‘rons encore le cas ou l’equation (30.) auroit deux racines 
egales ü zero; c’est-ä-dire ou, independamment de Fequation (34.), on 


auroit encore HA =U, ou: 
46. N, N, + N; 4 + N, N. = on + ep + pr . 
> 


%* 


| 
De 
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Pour reconnaitre les liaisons qui existent alors entre les pressiong 
exercces autour du point M, remarquons que les Equations (35.), conse- 
, . 7, . ‘ (4 - 
quences necessaires de lequation (34.), representeront toujours un plan 
sur lequel toutes les pressions devront @tre dirigees, qu’on pourra toujours 
consequemment prendre ce plan pour plan des xy, et reprendre la dis- 
. „Ir ın_ ’ n4°® ‚ıi>? i y 0 
cussion du cas precedent aux equations (35.). Dans cette nouvelle position 


des coordonndes on doit avoir N, =0, T,=0, T,=0, et l’&quation (46.) 


NE 
sera reduite a 49. NN=T. 

Cette nouvelle @quation de condition exprime que le denominateur 
des expressions 77,, m, (37.) est egal a zero; ces cosinus seroient done 
infinis, si les numerateurs correspondans n’@toient nuls en m&me tems. 11 
resulte de la que dans le cas dont il s’agit ici, les composantes x,, y, 
d’une pression P! queleongue, prise dans le plan des pressions, doivent 
satisfaire aux deux nouvelles @quations: 

48 Na —Try =0, Ta—NM,y =0; 
mais ces @quations sont identiques en vertu de l’@quation (47.), et elles 
representent une ligne droite totalement determinde. 
39. 

Il resulte 'dela que lorsque l’equation (30.) a deux racines @gales 
a zero, c’est-ü-dire lorsque les @quations (34.) et (46.) sont satisfaites, 
ou enfin: lorsque deux pressions principales sont nulles, tou- 
tes les pressions exercdes sur tous les @el@mens plans pas- 
sant par le point M sont diriges suivant la m&me ligne droite. 

La plus grande des pressions dirigees suivant cette ligne droite sera 
la pression prineipale unique 4, donnde par l’equation (30.), et sera exer- 
cde sur le plan qui lui sera perpendiculaire, et qui sera donne par P’equa- 
tion (33.); en sorte que la position de cette ligne sera determinde. 

En vertu du theoreme deduit des @quations (7.), on obtiendra la 
pression exercde sur un @l&ment plan quelconque, en projetant sur sa nor- 
male la pression prineipale #, et portant ensuite la projection obtenue sur 
laxe prineipal; d’ou il suit que tous les @lemens plans egalement inclinds 
ä cet axe, eprouveront une pression £gale. 

Ce cas est celui qui se presenteroit en chaque point d’une tige pris- 
matique, tirde ou pressee dans le sens de sa longueur par une force ega- 
lement distribude sur sa section; en negligeant toutefois Tinfluence de la 


208 


pression atmospherique. 
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Troisieme section. Cas simples. 


Cas d’un prisme indefini. 
40. 

L’un des cas les plus simples que lon puisse considerer,, est celui 
d’un prisme, tire dans le sens de sa longueur par une force distribuce 
uniformement sur tous les points de la section transversale. Alors cha- 
que molecule se mouvra, dans le sens des aretes, d’une quantit@ propor- 
tionnelle ü sa distance ü une section supposce en repos. Si Ton suppose 
en outre que lexperience soit fait dans un fluide soumis a une certaine 
pression, chaque molecule s’@loignera ou se rapprochera d’un axe quelcon- 
que suppose fixe, pris dans linterieur du prisme et parallele ü ses arötes. 

Si l’on prend cet axe pour axe des z, et deux droites perpendi- 
culaires entr’elles, tracees dans le plan de la section que nous supposons 
en repos, pour axes des x et des y, le mouvement des mol£cules qui cor- 
respond au cas present, sera donn€ par les formules: 

uv=az, v=ay, vw= bz; 
@ et 5 etant deux constantes qui dependent de la traction “a laquelle le 
prisme est soumis, et de la pression du fluide dans lequel se fait Vexpe- 
rience. On designera par T la traction exerede sur un millimetre carre 
de la section du prisme, et par P la pression du fluide environnant. 

On verra d’abord que les @quations d’equilibre (8.) sont immedia- 
tement satislaites, et lon trouvera pour les composantes des pressions qui 
agissent sur trois plans perpendiculaires, passant par un point quelconque, 
et paralleles aux plans coordonnes, les formules suivantes: 


Ze O0, Ka 0, X = Alda-+b), 
2a O Y= Alda+b), F=(, 
Z= ANa+3l),, Z=0, Z = ©. 


Les composantes X, Y'; X‘, Y’, Y, Z etant nulles, on en con- 
elut que Ton peut prendre Z, F' et X pour les pressions principales, 
Les constantes @ et 5 doivent d’ailleurs satisfaire aux “quations: 

4ARNa+3b))=T, Ala+b)= —P, 
d’ou „= _A3P+T ‚„_iPy+2T 
ee a u Kae 

Le mouvement des molecules est ainsi exprime par les formules: 
_13P+T, „=_13P+T, „41 P+2T 

A 10 U - 


- 








uU 5) Ja 2 


A 


’ = 


Ar 
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41. 


Les valeurs des pressions etant ind@pendantes des coordonndes du 
point que l’on considere, leur distribution autour d’un point sera la möme 
dans toute l’etendue du corps. Pour se representer la loi de leurs varia- 
tions, imaginons que sur les directions des pressions principales, qui COr- 
respondent a un point queleonque, on construise lellipsoide, et les hyper- 
boloides representes par les equations 


4 u? - 23 an 


Re y Br. ac” y” 2 & y’ ze 
sta tm m P » try =] ie 2 Sy —=—i1; 


> (4 d 4° . A (4 (4 1 
ces surfaces etant de revolution, leur construction pourra etre operde de 








la maniere suivante: on portera sur laxe des z des lisnes proportionnelles 
a TetäyT, sur laxe des x des lignes proportionnells a PetäyP; 
sur T et P, comme axes, on construira une ellipse et sur YT etyP 
comme axes deux hyperboles conjuguees, ainsi que leurs asymptotes com- 
munes; la revolution de ces courbes autour de Taxe des z engendrera les 
surfaces du second degr@ dont les &quations precedent, celle des asyınpto- 
tes engendrera le cöne droit asymptotiqne aux deux hyperboloides. I 
suit de ce mode de generation, et des prineipes etablis dans la seconde 
partie de ce me&moire, que dans le cas qui nous occupe, la pression ou 
la tension qui a lieu dans une direction quelconque, et son inclinaison au 
plan sur lequel elle agit, resteront les mömes pour toutes les directions 
qui feront le m&me angle avec laxe des z; il suffit done d’examiner ce 


qui se passe dans le plan des zx. 


La ligne T, situce sur Taxe des z, reprösente une tension princi- 
pale; pour une autre direction, la tension sera @gale au demi-diametre de 
Pellipse meridienne, situee sur cette direction; cette möme dreite prolon- 
sce rencontrera Tune des hyperboles conjuguces; le plan tangent, en ce 
point de rencontre, ä I’hyperboloide de revolution correspondant, donnera 
la direetion du plan sur lequel agit la traction oblique que Von considere; 
langle, fait avee ce plan par cette traction, diminuera « mesure que sa 
direetion s’@loignera de celle de la tension principale; il sera nul quand 
cette direetion coineidera avec le cöne asymptotique; cette direction con- 
tinuant toujours a s’Cloigner de Taxe des z, la tension deviendra une pres- 
sion; son intensitC sera toujours reprÖsentde par le rayon vecteur de lel- 
lipsoide, et la direction du plan sur lequel elle agit, sera celle du plan 
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tangent au second hyperboloide, au point ou ce rayon vecteur vient ren- 
contrer cette surface. 
42. 

Tout est ainsi connu dans le nouvel etat d’equilibre que nous con- 
siderons, hormis la constante #, qui depend de la nature du corps soumis 
a l’experience; on voit que cette constantie est en relation avec l’alonge- 
ment 77 qu’öprouve un prisme de la substance proposee, soumis A une 
traction T au milieu d’un fluide a une pression P, 


Or supposons que Fon prenne un prisme solide, et qu'on le sou- 
mette d’abord uniquement a la pression atmospherique, reprdsentde par 
P; on aura alors Z=—P, et une longueur z du prisme salongera de 

1 P ” 4 \ “ [4 
W=——.—.2 $ı, dans cet etat, on le soumet a une traction egale 
A 59 fe) 
a F' kilogrammes par millimetre carre, on aura T=F—P, et Valonge- 
1 2F—P 
ment sera: W=gG. gie 


Ainsi une longueur z du prisme dans le vide, deviendra, soumise 


\ “ A, 1 P . . 
a la pression atmospherique: z|1— gap etsi alors on soumet le prisme 
a une traction de £ kil. par millimetre carre, la longueur primitive x de- 


i ı.? 1 2F REN 
viendra: x (i  . —) +3. 7.7; son alongement par lellet de la trac- 
Pr; q P; e) - 


> 1 le Val ie 
—— mn > u ’ 2 4 » » 
7'375, et le rapport de lalongement, “ la longuem 


2F 


tion F sera done 


1 pP 3 .,7, . | « ” Y . 
(1-7 5), sera ——, quantiie proportionnelie a la traction #, ce qui 
Fo 


d 
B b) # “ . . 
est d’accord avec l’experience. Soit done, pour une certaine substance, 
! la fraction dont Funit@e de longueur d’un prisme s’alonge pour une trac- 
2 F 


> 
. _ . .77* x 2 «) m \ 
tion de F kilogrammes par millimetre carr®, on aura —=/, dou 
ER. 
ı) 


‘ 


Am 


or 


FE ; 
117 


Sı Fon admet que le der forge s’alonge de „;, de sa longueur 


pour une traction de 2 kil, par mm.c. (Duleau), nous aurons pour le 
fer: 4= 8000 —zP. Tes experiences sur Talongement du fer ayant die 
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> E . BE - » . as . 
faites sous la pressıon atmospherique qui equivaut a environ 0,01 kil. par 
. \ . [4 . o Pr 
mm.c., on voit que #P est tout a fait negligeable; mais il est sans doute 
certains corps solides pour lesquels on ne pourroit, sans erreur sensible, 

negliger Vinfluence de la pression atmospherique. 


43. 

On voit en general que pour connaitre la quantit@ 4, relative ä 
une substance donnde, il suffit de connaitre de combien un prisme de 
vette substance s’alonge par une traction determinde, pourvu que cette 
f . A u. # ’ e ® [4 >. 2 
traction elle-möme n’ait pas depasse les limites de son elasticite. 

Nous avons recueilli ü cet egard, dans un ouvrage de Mr. Tred- 
sold, des donndes d’experiences qui nous ont permis de dresser la table 


sulvante: 
Substances. Valeurs de A. 


Fer forge . - 2 ©» . . 8000 kil. 
fonte ae 
Me nee + 
pomb ». 2 0 wer BE» 
Bm a5 rer EM * 
bronze pour les canons . . 2696 - 
marbre blanc . . . . 2. » 709 - 
chine]| | 478 - 
. j dans le sens des fibres $ „or 

sapin ) I 566 - 

Les auteurs qui ont fait des experiences sur l’extensibilite des corps, 
soumis a des tractions dans le sens de leur longueur, ne sont pas assez 
d’accord entrieux pour qu'on soit certain de deduire de ces experiences 
des valeurs exactes de 4; aussi les resultats contenus dans la table pre- 
c“dente ne peuvent etre regardes que comme une approximation. 


La determination de 4 est de la plus grande importance pour le 
caleul numerique des variations de forme qu’Cprouve un corps solide, sou- 
mis a des pressions exterieures; mais il est bon de remarquer quelle 
ninflue pas sur la maniere dont se distribuent les pressions dans linterieur 


du corps. 


(La suite dans le cahier prochain.) 
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25. 


Memoire sur la theorie des puissances, des fonctions 


angulaıres et des facultes analytiques. 
(Par Yediteur.) 





Note preliminaire, 


A la fin d’un petit m&moire sur la convergence de la serie du binöme, 
inser&e dans le second cahier du cinquieme tome du journal des math@ma- 
tiques que je publie, ou jai applique la methode de d’Alembert ä la 
scrie du binöme pour en juger la convergence, Jai promis (pag. 196.) de 
traiter cet objet encore d’une autre maniere direete, en operant immeldia- 
tement sur l'expression generale et identique du reste de la serie, par 
une certaine methode generale d’evaluer les restes des series, developpdes 
suivant les differences au lieu des differentielles; m£thode qui s’applique 
au theoreme general de Taylor d’une maniere semblable ä celle qu’a 
donnee Mr. Lagrange pour l’@valuation des restes de la serie particuliere 
de Taylor et qui a &t& perfectionnee par Mr. Ampere, 

Je veux m’acquitter ici de cette promesse. Mais comme il etoit 
necessaire de presenter d’abord les developpemens et theoremes gendraux 
memes dont on voulait faire une application particuliere, comme, aussi, la 
theorie des puissances elle möme etoit presque inseparable de l’objet qu'on 
alloit traiter, et que d’un autre cöte il se presentait ainsi une bonne occa- 
sion et un moyen facile de faire encore d’autres applications des principes 
fondamentaux, une fois quils seraient etablis, ce m&moire, destind origi- 
nairement a un objet tr&s special, a recu une beaucoup plus erande eten- 
due, et embrasse maintenant, comme applications des principes gencraux 
qwil prösente, presque toute la theorie des puissances, des logarithmes, des 
quantites exponentielles et fonctions angulaires, suivie des points princi- 
paux de la th£&orie des faetorielles et facultes analytiques; tout cela sui- 
vant les vues qui semblent Ötre propres a ces objets. 

Quant a la theorie des puissances, des logarithmes et ionetions an- 
gulaires, on pourra £tre etonne, de me voir reprendre des objets traitds 


s . 14 . a o . : 
tant de fois: mais on trouvera Jaus le memoire müme les raisons qui my 
(‚rt les I: IFTZ d, NT. vil. Bd. 3 uft n 
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ont engag“. On remarquera qu’elfectivement la theorie ordinaire est en- 
core tres imparfaite tant pour la rigueur des d&monstrations que pour la 
consequence, et quelle n'est pas exempte de lacunes, imperfections qui 
proviennent, üa ce qu'il semble, de la separation et du morcellement d’ob- 
jets qui ont une seule et m&@me source, de l'omission de points es- 
sentiels , par exemple, de la recherche de la convergence des series 
auxquelles on parvient, et de Tusage de proceder des cas particuliers 
aux cas generaux, au lieu de suivre la voie inverse. D’apres ces motifs 
il ne semble pas inutile de reprendre ces objets, d’autant moins, quils en- 
trent dans les el&mens, qui surtout doivent ötre bien etablis et n’offrir ja- 
mais de lacunes ni de d@emonstrations foibles. 

Il est vrai que si dans le me@moire present on excepte quelques 
theor&mes et Eclaircissemens generaux, et quelques th&orcmes de la theorie 
des facultes analytiques, les resultats nouveaux qu'il contient ne sont 
qu'en tres petit nombre; mais on y trouvera plusieurs vues nouvelles, ainsi 
que la pratique d’une methode, qui seule me semble &tre propre A l’rana- 
Iyse et pour ainsi dire lui appartenir comme innee. Ce ne sont done pas 
les r&sultats, mais c'est surtout la methode, ä laquelle je prie le lec- 
teur de vouloir bien accorder son attention. On en verra les effets, et 
l’on trouvera que par son secours les difficult@s que laisse la methode 
ordinaire, peuvent eflectivement Ötre vaincues et les lacunes remplies. 

Depuis un nombre d’anndes je prepare un traite d’analyse qui doit 
embrasser cette science dans toute son etendue et dans son tat actuel. 
Un tel ouvrage me semble devoir devenir tres utile a la science, et je le 
crois möme d’une necessite urgente; car la science analytique s’est, surtout 
dans ce dernier tems, tellement etendue et ramifiece, quil n'est presque 
plus possible a celui qui l’etudie d’en embrasser toutes les parties comme 
formant un ensemble. Le probleme que je me suis propose presente 
sans doute de tres grandes diffieultes. La seule collection des objects nom- 


breux qu'il embrasse en forme la moindre partie. 1 s’agit surtout du 
syst@me, et pour cela il ne suffit pas de ranger les objets dans un ordre 
tel que les th&or&mes et propositions ne se rapportent jamais qu’aux theo- 
remes et propositions qui preeedent: il s’agit de suivre la liaison intime 
et naturelle des propositions jusqu’ä leur origine, de rapprocher les objets 
qui ont la m@me source, et de faire voir, par la doctrine elle m@me, son 
organisme et son d@veloppement naturel. Il s’agit de cette methode non- 
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arbitraire, qui convient ä l’objet, et cette methode est le point le plus difhicile 
dans une science, et en m&me tems le plus essentiel. Les combinaisons de 
verites connues, m&me pour en decouvrir de nouvelles, ne forment pour ainsi 
dire que la pratique de la science; la methode en est l’esprit. La seule 
force dinvention a plus ou moins besoin du secours du hasard, pour arriver ü 
de nouvelles idees heureuses, qui puissent agrandir le domaine de l'analyse. 
La veritable methode, savoir celle qui se tire de l’essence et de lorga- 
nisme de la science elle m@me, est le moyen direct et sür d’en franchir 
les bornes. Je sens done fort bien limmense diffieult@ de ma täche, et 
je n’oublie pas que je puis ©tre accus@ de t@merite, d’oser entreprendre 
un tel ouvrage. Mais je serai content, si mon essai contribuera au moins 
ä encourager d’autres personnes, ä suppleer ce que j’aurai peut ötre man- 
que ou neglige. 

Jai parl@ de mon entreprise parceque le memoire present peut 
tre aussi regarde comme un €chantillon du trait@ que Jai en vue. Ü'est 
pourquoi je le presente sous la forme d’un cours el@mentaire, plutöt 
que sous celle d’un memoire destin@ aux personnes consommees dans la 
science: Il fera surtout voir par un exemple la methode que je me pro- 
pose de suivre. 

J’entre en matiere. 


I. Definition et proprietes des puissances. 


1. 

On ne peut pas dire g@neralement quune puissance p. e. uw est 
un produit de y facteurs egaux a u. Cette definition cesse deja d’etre 
bonne si y est une fraction, parcequ’on ne peut pas multiplier le nombre u 
p. e. 3 ou 3 fois par lui m&öme. Il est vrai que, dans ce cas, on peut 
dire que les puissances sont les racines du nombre u p. e. que u est le 
nombre qui, multiplie trois fois par lui m@me, donne v. Mais cette der- 
niere definition n’est pas exacte si lexposant y est un nombre irra- 
tionnel, puisqwil m’existe pas de fraction qui puisse exprimer la va- 
leur irrationnelle de l’exposant. Jci on pourroit encore recourir a lap- 
proximation, mais elle n’offriroit pas diidee claire et preeise de l'objet; et 


y',» 


ı) 
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si enfin l’exposant est une quantit@ imaginaire, l’approximation ne rd&us- 
sit pas non plus. 
Done en allant des cas particuliers aux cas generaux, on ne par- 


vient pas ü quelque definition generale et precise des puissances bonne 
pour les @lemens. 


2. 

Il est plus naturel, et m&me il n’y a ici, pas plus que dans plu- 
sieurs cas de lanalyse, d’autre moyen que de supposer hypothötique- 
ment les proprietes fondamentales d’une fonction encore inconnue, pour 
en tirer ses autres proprictes, son d@eveloppement en series et son rapport 
avec d’autres quantites. Si en premier lieu on trouve que les resultats 
tircs des proprietös supposdes ne sont pas en contradiction entre eux, on 
sera sür que la fonction supposce existe r&ellement; et si, en second liew. 
les resultats coincident dans les cas particuliers avec les expressions des 
puissances dans les mömes cas, rien n’empeche de donner le non: 
de puissance a la fonetion supposde. Le doute que la fonction suppo- 
sce soit veritablement et preeisement ce qu'on a coutume d’appeler 
puissance, n’est qu’apparent, car, en partant des cas particuliers pour pro- 
c@eder A la decouverte des proprietes generales des puissances, on ne 
trouve pas ces proprietes, on ne fait @galement que les supposer pas & 
pas. On fait au fond la m@me chose que nous faisons ici, mais avec un 
detour inutile et par une voie incertaine et exposde aux erreurs. La 
marche vraiment analytique, qui mene des expressions generales aux rC- 
sultats particuliers, est la voie naturelle et süre; tandis que la voie inverse 
n’est qu’une sorte d’induction, dont les r£sultats doivent ötre ndcessaire- 
ment plus ou moins incertains. 


Supposons done une fonction encore inconnue f(u, y) des deux quan- 
tits u et y, qui ait les propriötes: que si y varie d’une quantit@ arbi- 
traire Ä, les deux @quations 

1. f(u,y). (u, k) w, y-+h) et 
2. SUWy)h) = Suyk) 


ont lieu gendralement et pour toutes les valeurs de u, yet ik. 


I 


| 


Au lieu de la notation peu commode de la dependance de la quan- 
tit@ inconnue des @lömens u et y au moyen de la lettre f nous pourrons 
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l’exprimer aussi par la seule position des @lömens et nous €crirons 


y+A 


3, „vu! — uw et 


4. Nu". 
Ges deux equations exprimeront les proprietes fondamentales de la fonc- 
tion inconnue que nous supposons hypothdtiquement et que nous appel- 


lerons arbitrairement puissance. L’Cl@ment u s’appellera racine, Vautre 
el@ment y exposant, et nommement si Ton Cerit 


nous dirons que 
u est la racine de la puissance s a exposant y, 


ylexposant de la puissance = de la racine u et 

z la puissance de la racine u pour Dexposant y. 
On donne encore d’autres noms aux quantitds u, y, z, savoir base, loga- 
rithme et logarithmande: nous en parlerons plus bas. 

Nous ferons souvenir encore une fois que u” n’exprime nullement 
un produit de facteurs Egaux exclusivement, ni quelque autre valeur d’une 
puissance dans un cas particulier, mais plutöt cette fonetion inconnue sou- 
mise aux deux conditions exprimees par les @quations (3. et 4.). 

Tl s’agit maintenant de tirer des proprietes genfrales (3. et 4.) les 
autres proprietes des puissances, pour en trouver les valeurs dans les cas 
particuliers. Mais il faut que cela se fasse sans recourir A autre chose 
qu’ä ce que les &quations (3. et 4.) expriment, et aux prineipes du calcul 
qui entrent dans les expressions mömes. 

3 

Quant “a ces principes, ce sont ceux de la theorie du positif et 
negatif et des quatre premieres operations: addition, multiplication 
et les inverses soustraction et division. Car le cas de la multiplica- 
tion de deux puissances (Eq. 3.) est celui de laddition des exposans, et si 
% est negatif, on tombe dans la soustraction; le cas de l’&l‘yation d’une 
puissance “ une autre est le cas de la multiplication des exposans, et si 
le nouvel exposant est une fraction, la division s’emploie. I faut done 
que la theorie du positif et negatif, et celle des quatre premieres op£ra- 
tions, precedent celle des puissances. Nous les supposons #tablies, en 


nous reservant pour une aufre occasion lessai des &elaireissemens qui 
peut-Ötre seront necessaires, Nous nous bornerons seulement ä annoncer 
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ici que la theorie des quatre premieres operations peut @tre donnde d’une ma- 
niere semblable ü celle dont on va se servir pour la theorie des puissances. 


4. 

I. Faisons y=1 et k=1 dans la seconde @quation fondamentale 
(4.) elle donnera (u')'= u". Mais, suivant la theorie de la multiplication, 
le produit 1.1 est 1; donc on a (w)'=u', Soit pour un moment v!—w, 
l@quation qu’on vient de trouver donne = w; donc en £erivant u au 
lieu de v, on a 

6. dan 

Voiläü le premier theoreme tir& des @quations fondamentales. 

II. Soit dans la premiere @quation fondamentale (3.) k=0 et 
y=1, elle donnera «'.u’= u‘ ou bien, u etant = u! (6.), u.u=u. De 


R . u ° o on. . . 
la on fire „=. Mais en vertu de la theorie de la multiplication, si 


le diviseur @gale le dividende, le quotient est Tunite, donc 
%. ml, 


C'est le second theoreme tird des &quations fondamentales. 
II. Supposons dans la premiere equation fondamentale (3.)k= —y, 


elle donne Wi. u? = u”?=u? et puisque v1 (7.), W.u”=1 et par suite 
1 

"I ER 

8. u = 

Cest un troisieme theoreme tir@ des equations fondamentales. Puisqu'en 

‚ . . . . y l u +, 

vertu de la theorie de la multiplieation .— = et en vertu de l’equa- 

| ee I 


a 1 . . 
tion (8.) — = u” on peut y ajouter comme corollaire 
U 


Zuge ur 
9, 14 » U — u \_ 


Yy 


IV. Faisons u’ =xz dans la seconde @quation fondamentale, elle 


h I 
donne <= =u”" et si lon fat k= E >’ =u'; donc puisque u'= u (6.) 
4 
on @ 
4 [4 
10. J!J=u, wW eat =z, 


Uest la quatrieme consequence qu’offrent les equations fondamentales. 
Elle apprend que la racine d’une puissance a exposant quelconque peut 
etre regardee comme une puissance de la puissance m@me, ayant pour ex- 
posant le quotient 1 divis@ par l’exposant primitif. 
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Puisqu’en vertu de Ja seconde @quation fondamentale (4.) par ex. 


1 
( Y— wm", et si dans I’&quation (10.) on fait z= w* 
wo —=w ’, et si dans l’equatio t z=w", on a pour co- 


rollaire: N 
11. uw, ı WW ut, 


V. Si dans la seconde “quation fondamentale (4.) on fait W = >, 
elle donne z'= u)‘. Mais en vertu de la premiere “quation fondamen- 
tale (3.) ona Wk. Wr = utt— u, done, w* dtant =}, ur. t— ut), 
Mais u.z=u.u’, ou bien, u dtant = u (7.), u.z=u'‘.u’. Cela donne, 
en vertu de la premiere @quation fondamentale (3.) u.z=u"t, d’oü 
(us = (u). De la on tire (us) =ut”, (ur) Stant dgal a „Ic, 


Mais nous avons trouve plus haut uC+” = u'.z*. Donc on a 


2 a au.:. 


Faisant u=u, et s=u,u,, le@quation (12.) donne (u, u, u,)‘ — 


ul.(u, u,)‘ et puisque en vertu de la möme dquation (uw, 1,)' — uf uf ‚ona 
(u, u,u,)‘ =utu}u}. En continuant, on trouve de la m@me maniere 
(u, w,u,u,) =ululuzsu} et gendralement 

3 wann ae. 


Voila un einquieme theoreme tir& des dquations fondamentales. II fait 
voir que la puissance d’un produit des fonctions est &gal au produit des 
puissances des facteurs prises avec le m@me exposant. 

Si dans l’@quation (12.) on &erit z” au lieu de x, elle donne 
(uz’) = u‘(z”)‘, ou bien, parceqwen vertu de la seconde “quation fonda- 
mentale (4.) (=?", (us —=u'r*. Si dans cette &quation on fait 


n=—1 ona (ux")=utz*, Mais en vertu de l’equation (8.) <=’ = — 


1 : 
et =, donc on a comme corollaire 


k k 
u u 
1 4. (=) u I 


Si u et z representent des produits de facteurs queleonques, de sorte 
que u=uWUlzserrln et = zZ Z00..3,, lequation (14.) donne 


R 
U,U,Uyonanll, (. iltonn a, 
(® —  —— } = — 2) ;„ done en vertu de (15.) 


Ez - Ar 
> » 
“,) vw; » ev» n 
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VI. Si dans la premiere quation fondamentale (3.) les exposans 
y et k sont tous les deux egaux ä Funite, T’&quation donne .V=ut—u:, 
ou bien, u* etant =u (7.) u"=u.u. Si dans I’@quation (3.) on fait 
y=?2, k=1, elle donne u’u'=u', ou bien, u? dtant =u.u et u=u, 
w"=u.u,u etc. Generalement, z etant un nombre entier, on aura 


16. u” = u.u.U.... (2 facteurs). 


Ce sixieme th@oreme, tir& des @quations fondamentales, fait voir qu’une 
puissance ä exposant entier n'est autre chose que le produit d’autant de 
facteurs &gaux ä la racine de la puissance qu'il y a d’unitds dans l'exposant. 
Mais il n’y a que le seul cas d’exposant entier dans lequel une puissance puisse 
tre representee par un produit des facteurs. Si lexposant n'est pas un 
nombre entier, la d@ecomposition de la puissance en facteurs, comme il 
est aisC de voir, n’a pas lieu. C'est done aussi le seul cas d’exposant en- 
tier ou la definition que les puissances soient des produits de facteurs, ne 
soit pas en defaut. 


I ” 


Soit dans lequation (12.) z 
bien, u.1 etant u, 


1, elle donne (u.1=u*.1‘, ou 


17. = ur.1. 


Divisant cette equation par u’, on aura 


1 
u” 


18. “r — 1F. 
u" 


e S 4 \ A, “ ‘ . [4 . 
Mais la valeur de 1° n'est pas bornce a Ötre toujours Vunite; car si par 


ex. /—=1, de sorte qu'en vertu de la premiere @quation fondamentale 





Ft. t:=1'—=1, la quantit@ 1" a les deux valeurs dillerentes + 1 

et —1, puisque les produits 1.41 et —1.—1 sont egalement = 1 
’ 1 J = 

tous les deux. Sik=}, de sorte we Y Ye’. ’.’er=1, k 


® 4 Ä - “ ., o —1+{—3)' BER, DIENEN EBEN, |. 
quantite 1" a trois valeurs dillerentes, savoir +1, > et — ü 








comme on le peut faire voir a laide de laddition et de la multiplication 
seulement. Ces trois valeurs multipliees chacune deux fois par elle meme 
donnent @galement lunite pour produit; et ainsi de suite. 

Il suit de cette remarque, que la quantitd u* peut avoir egalement 
plus d’une valeur; car si cela n’etoit pas, la valeur de 1‘, en vertu de le- 
quation (18.) ne pourrait &tre que Vunit“ dans tous les cas; resultat con- 
traire ü ce que nous venons de trouver. 
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* auront toujours et necessairement 


Nous ne disons pas (ne 1” et u 
plus d’une valeur; nous faisons voir seulement quils peuvent en avoir 
plus d’une, et cela suflit pour notre but. 


Cela pos@, soient O,, D,, Y3, 0... les diff@rentes valeurs que la 
jh 
Ez - . . U . . 
quantit& u" peut avoir, le quotient SE representera les quotiens suivants: 


Ur Va ®; Ur Vz Vz 
19. Ren.d rn ...e.; er a, 8 nn ....; Nr 2 » ...>; etc. 
Ur’ dr Ur Va U Vz Vz Vz; u; 


Nous dirons maintenant en premier lieu, que le nombre des valeurs 
de 1" ne peut ätre moindre que celui des valeurs de u’, car, suppose 
que u" ait les 2 valeurs differentes v,, ©,, U, 2... d,, les 2 quotiens 


7) 


l r ) 7 UTn . . r . . 
—, 2,2, ,.s. — parmi ceux (19.) qui tous, en vertu de l’@quation (18.) 
R ur Ur Ur ? Ur ? 


» .\ > .\ . 
galent 1’, donnent deja r valeurs differentes pour cette derniere quantitc. 
\ous dirons en seeond lhieu, que le nombre des valeurs e 
Nous dirons en seeond hieu, que le bre des valeurs de 1* ne 
peut @tre plus grand que celui des valeurs de u"; car supposons, comme 
ci-dessus, pour u’ les 2 valeurs diflerentes v,, D,, Y3, 2... ©, et pour 1° 


les zn valeurs 1,, 1., 15, 2... 1n, m sil est possible etant plus grand 


que 7, les 72 produits v,.1,, D,.1,, Y.l,, 2... d,.1,„ parmı tous ceux 
qui en vertu de Iequation (17.) Cgalent z*, presenteroient dejüa plas de 
valeurs que cette quantit@ ne doit en avoir suivant Uhypothese, 

Done 1* ne peut avoir ni moins ni plus de valeurs que u"; done 
ie nombre des valeurs de 1" est &gal A celui des valeurs de u’. 

Mais la m&me chose ayant lieu pour une valeur quelconque de la base, 
le nombre des valeurs de u” &tant toujours egal a celui des valeurs de 1* 
cest a dire a un m&me nombre pour une valeur quelconque de w, il 
sut de la que le nombre des valeurs dillörentes qu'une puissance peut 
avoir, ne peut dependre de la valeur de la base. Mais, excepte la base, 
il n’existe pas d’autre quantit@ dans une puissance que Fexposant; il faut 
done que le nombre des valeurs diff@rentes qu’une puissance peut avoir, 
depende necessairement de Texposant seul. Et en vertu de ce que nous 
avons demontre ei-dessus, ce nombre sera egal a celui des valeurs de 1’. 

Au reste, Vequation (17.) fait voir que les diflerentes valeurs que 
la puissance u" peut avoir, pourront etre exprimdes toutes par u'.1‘. Dans 


* represente dgalement toute valeur que cette 


cette expression le facteur u 
quantit@ peut avoir. Si done Von adopte la notation |z|” pour exprimer 
Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 3. Alt. 34 
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une valeur determinde quelconque parmi celles qui conviennent & !a 
quantite u’, on peut &crire 


R R 
20. lz| = u‘ 
ou |w]* represente indifferemment Fune ou lautre valeur de ı*, 


6. 
La seconde @quation fondamentale (4.) donne pour v=1l,y=n, 


21. (1”)% — I (1R)r, 


Si rn est un nombre entier positif, la puissance 1”, en vertu de 
(5.4. VL), est un produit de 7 facteurs egaux entre eux et ä Vunite. 
La valeur de ce produit est toujours 1, suivant la th&orie de la multipli- 
cation, quel que soit z. C'est ä dire 1” est toujours 1, n @tant un nom- 
bre entier positif. Si 2 est un nombre entier negatif, la valeur de 1” 


est encore 1 pour une valeur queleonque de 2, puisque en vertu de V’&qua- 
tion (8.) 1” = 2 Siın=0, 1” ne cesse d’etre 1, car en vertu de l’e- 
quation (7.) on a 1°=1. Done si z est un nombre entier positif ou nC- 
satif, ou bien zero, 1” est toujours 1 pour un valeur quelconque de n. 


En substituant cette valeur de 1” dans P’@quation (21.) on a 
2, 14 (1fn, 


Supposons maintenant le cas ou 1* a plus d’une valeur, on voit que 
toutes les valeurs des puissances (1), (1, (1, 2... (1, (1), 2... 
ne seront pas necessairement €gales mais au contraire elles seront differen- 
tes entre elles, car il n’y a que Tunit@ qui, multipliee un nombre quelcon- 
que de fois par lui m@me, donne toujours la möme quantite. Mais r 
etant arbitraire dans l’@quation (22.), sous la seule condition d’ötre un nombre 
entier, Texpression (1?)” reprösentera toutes les quantites (1 =1, 17, 1°. 1', 
1 1 1 
487 18,189 48,48 
necessairement plusieurs valeurs differentes. Mais ces valeurs seront 
precisment celles que 1* peut avoir, puisque cette quantite, en vertu de 
, hd eye y . h 
l’&quation (22.), siexprime par (17). 

On voit par la que les differentes valeurs que 1* peut avoir, ont 
la propriet@ qu’on les trouve, quand on multiplie, ou divise continuelie- 
ment par elle m@me, une d’entre elles quelconque qui ne soit pas Punite 

a | k 
elle möme, comme l’est par exemple celle (17). 


rer, .o.oo. 





een m@me tems. Elle aura donc 
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Si done &; une des diflörentes valeurs quelconque de 1° qui ne 
soit pas 1, ces differentes valeurs seront 


o I 2 3 n —), —; —r 

23. Ok Ay %y Sy oe. o. %, Ok 5 Uükye oe... 
Parmi ces valeurs il se trouve necessairement celle 2; —= 1, puisque 
n peut ©tre €galement zero, quel que soit 2. Les autres seront diff@rentes 

entre elles et de 1. 
T 
Mais toutes les valeurs de 1” ne sont difförentes entre elles, que 
dans le cas ou 2% ne peut ©tre un nombre entier positif ou negatif, quel 
que soit 2. Car si kn etoit entier on auroit (1°), est ä dire "—1. 
“ . ’ . m 

Si k est une fraction dont le d@nominateur est m par ex, k=-—- ou m 


m 


et A signifient des nombres entiers, la puissance i* n’aura que A valeurs 
differentes, savoir les valeurs 


4. 1, (m), (m), (a)? .... (u). 
Car la valeur (2,)‘, qui suit la derniere (4,)” m’est autre chose que 


m 2 
= (?)=1r= 1, c’est A dire la premiere des valeurs (24.). Donc les 
valeurs (2, = (a) (a), (Pr —= (a) (2), ».-.. qui suivent celle-ci 
egalent de nouveau les valeurs («;)‘, (,)* ete. et la m@me serie des va- 


leurs (24.) recommence towjours. Les valeurs (2), (2) .... de (z,)* 
se trouveront &galement parmi celles de la serie (24.), car soient » et v 


des nombres entiers arbitraires et v<uA, ona a" =(a)Y=l=1 


1 (a;)“4 L .y, 
RT (8.) = --— =(a,)"”. Icil’exposant KA—v est, 


done (&,)”, ou bien Ä 
(ar)? 





(@ 
un nombre entier positif puisqu’on a suppose v<uA; done (a,)””, c'est 
a dire (%,)””, est une des quantites de la serie (24.). Donc la puissance 
1* n’a que A valeurs diff@rentes entre elles dans le cas dont il s’agit. 


Si, pour abreger, on Ecrit & au lieu de «; ou de x,, on a ed—1 
Fr 
ou bien @—1= 0, Puisquici A est un nombre entier, la quantitt ® —1 


ar —1 


> am Lea... +1. 





23. 


U — 


Mais x est different de zero, de sorte que @&—1 n'est pas zero, done 
34 * 
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, ar—1 . 
a —1 dtant zero, —— lest egalement. Done T’&quation (25.) donne 


26. 1+e+e:+0.... te =0. 
Cela fait voir que Ja somme de toutes les valeurs diff&rentes d’une puis- 
sance de lunit@ a exposant fractionnaire est zero. 





Si? est un nombre premier, la quantite o*—1 n'est divisible que 
par & lui meme, moins lunite; mais siA est un produit des nombres 
premiers P9r ...., @'—1 est @galement divisible par «—1, @—1, 


a—1 .... @aT—1 etc. Car siparre u A=pıret @—=ßf, ma 
«—1=at—1—=P"—1 et A donc en EZ et 
ar—1 p—1 


. ji 


PB” —1 est divisible par —1. Ontrouve Z— 








144... +, 


p 
ou, ce qui est la m@me chose, 








a—1 Zus 
P ep u... ep “ 
a trete r. te 
o o i n 4 (d menud 
Mais «@° est toujours =1 et a? ne lest pas, done «#—1 et —_— sont 


zero. Donc on a 
p 
27. 1+o+or....+e —=0. 


Cela fait voir que si Texposant % de la [quantite 1° est une fraction 7 


des nombres entiers m et A, non seulement la somme de toutes les va- 
leurs 1, @, @, @ 2... @ de 1” sera zero, mais que les sommes des 
groupes de valeurs dont les exposans sont des multiples queleonques des 
facteurs du nombre A, sil y ena, le seront egalement. Si parex. A=b 
on a non seulement 


1-ca+a ae’ ee’ = 
mais aussi 
1-0 te —=0 et 
1. =0. 


Nous ne continuerons pas plus loin la recherche des proprietes des puis- 
sances de lunite dans le cas d’exposans fractionnaires. 


8. 
Si % est un nombre irrationnel ou imaginaire, 2% ne peut ja- 
mais ötre un nombre entier pour aucune valeur du nombre entier 2. Done 
{* aura dans ce eas un nombre infini de valeurs differentes entre elles. 
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Les puissances de 1° & exposans entiers n@gatifs ne seront pas ndcessai- 
rement egales dans ce cas aux puissances a exposans entiers positifs. 

Si k est un nombre entier, la quantitd 1°, et aussi, en vertu des 
R 


@quations (17. et 18.), la quantit@ vu" n’auront qu'une seule valeur. 


9. 
La propriete des puissances de l’unit@ trouvde ($.6.) eclaircit une 
contradiction apparente de lexpression (13.) savoir 


28. (u,u,u, ..% )i m ut ufuk ..%.%» 


et de celle (17.) 
29. „= uk.1k 
. . . “ ® ww . 

qu’on en tire. La contradietion apparente consiste en ce que par ex. l’equation 
(28.) semble exprimer un beaucoup plus grand nombre de valeurs a droite 
qu’a gauche. Car si par ex. la quantit@ (w,u,u, ....)‘ aA valeurs difle- 
rentes, chacun des facteurs v’, ul, u} .... ü droite en aura autant, et 
si le nombre des facteurs est a, il parait quily aura A” valeurs a dreite 
et seulement A a gauche, puisqu'en multipliant les facteurs A droite, leurs 
valeurs se combinent. Egalement T’equation (29.) semble exprimer 2° 

\ . \ 
valeurs a droite et seulement A a gauche. 

Considerons en premier lieu l’@quation (29.) sous la forme (20.) savoir 


0. ur [ulf. 1% 


ou |u]* signifie une valeur queleonque determinde de u‘. Soit v, une 
de ces valeurs, l’equation (30.), appliqude & cette valeur, donne les A va- 


leurs suivantes de u*: 


3 Fmn.i, vo va, v8, u. va, 
Mais il n’existe que les A valeurs v,, D,, D;, 0... v, de la quantite u"; 
done une valeur quelconque de cette quantit@, autre que celle v, par ex. 
v, ne peut etre que parmi les valeurs (31... Soit ve”=v,, l’equation 
» „ - . 
(30.) appliquee a cette autre valeur de z* donnera 


32. „= (v, @") 1, (v,@”) a, (v, «”") a, (v, @") er (var) ar-:, 


Mais les produits &”.1, a”.a, @”.@, 2... @”.0””, comme il est aise de 
voir, ne donnent d’autres puissances de & que celles qui deja sont com- 
prises entre les puissances &°, &', &° .... &, puisque @=1. Donc lex- 
pression (32.) donne pr@cisement les m&mes valeurs de u° que celle (31.). 
Elles se succedent seulement dans un autre ordre. El en est de m&me 
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des r&sultats que donnent les autres valeurs v,, v, .... v, de ufeny 
appliguant l’quation (30.). Done en multipliant v* par 1* dans (29.), le 
nombre des resultats differents n’est nullement A? mais seulement \, de sorte 
que Vequation (29.) n’exprime pas plus de valeurs ä droite qu’ä gauche. 

Il en est de mäme de l’@quation (28.). Car nous venons de voir 
quä laide de la multiplication par 1* les A valeurs de uf, uf, u, .... 
peuvent tre toujours r@duites a une seule, de sorte que leur indgalite 
peut Ötre toujours exprimde par celle des puissances de 1%. Donc les re- 
sultats de la combinaison des differentes valeurs de uf, uf .... que pro- 
duit la multiplication des facteurs, se reduisent toujours a ceux quoffrent 
les puissances diff@rentes de 11=«. Mais ces resultats ne pr&sentent que 
1 valeurs differentes, puisque les puissances &°, a, a’, .... a”! reparois- 
sent toujours, quelles que soient les valeurs entieres qu’on donne a n. 
Donc le nombre des valeurs a droite dans l’equation (28.) n’est nullement 
A”, mais seulement A, et @gal a celui des valeurs ä gauche. 


10. 

Puisque, en vertu du paragraphe prec@dent, les differentes valeurs 
d’une puissance u" peuvent Ötre toujours exprimees par une seule valeur 
determinde de cette quantit@, en la multipliant par les differentes valeurs 
de 1°, et que le choix de cette valeur determinde est arbitraire, en pourra 

. !er 1 (4 k y® 
partir par preference des valeurs reelles de u‘, sil y en a. Donc en 
eerivant 
3 ur = [ulf.1f, 
la notation |x|” signifiera par preference la valeur r&elle de u*, si une 
telle valeur existe. Nous verrons plus bas les conditions de lexistence et 
de la non-existence des valeurs r&elles des puissances. 


11. 

il y a encore a remarquer qu’en &crivant une seule lettre pour ex- 
primer une puissance, par ex. z au lieu de ’, comme nous l’avons fait 
plus haut ($. 4.), cette notation n’est pas incomplete. Il est vrai qu'il au- 
roit fallu eerire W= z.1’ au lieu de z= u’; mais ce qu’on trouve pour 
une valeur determinde z de u’ aura lieu egalement pour toutes les autres 
valeurs de cette quantit@, puisque le choix dc la valeur determinde de 
la quantit& est arbitraire. Si l’expression d’une puissance par une seule 
lettre se trouve seulement A un des deux cötds d’une @quation comme 
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par ex. dans l’equation (10. $.4. TV.), et qu’on veuille exprimer en möme 
temps tous les resultants que l’öquation puisse presenter, il n’y a qwä 


ecrire z.1’ au lieu de x. Cela donne dans l’@quation (10.) u =(6: 1) = 


I . I I I ’ . 
2.17 7’=?7.1=7, pour W=z, desorte que l’equation (10.) ne change 


pas de forme. 


12. 

On voit, par ce qui precede, que tous les theoremes sur les puis- 
sances que nous venons de trouver ont &t& tirds uniquement des deux &qua- 
tions fondamentales (3. et 4.) sans le moindre secours &tranger, sans recou- 
rir au developpement en series, ni a lapproximation ou ä linduetion. 
Nous n’avons eu besoin que de la theorie des quatre premicres operations: 
addition, soustraction, multiplication et division, qui, selon la nature de Vobjet, 
doivent pröceder la theorie des puissances. Ce mode de developpemeiit 
semble tre propre ici comme ailleurs a la m@thode qui convient senle 
a lanalyse et qui, dans cette science, comme nous l’avons remarque plus 
haut, est non moins importante que les resultats eux m&mes,. 

Mais puisque de cette sorte tout est fond@ sur les deux equations 
hypothetiques (3. et 4.), il faut encore voir si la coexistence des deux 
@quations fondamentales ne peut point &tre revoquce en doute A cause de 
quelque contradiction. 

La coexistencee des deux equations fondamentales (3. et 4.) a 
et6 deja legitimde a posteriori par ce que toutes les eonclusions fondees 
sur les deux @quations (3. et 4.) ne nous ont induit nulle part ä quelque 
contradietion. Mais on peut encore prouver a priori, comme suit, que les 
deux &quations (3. et 4.) subsistent lune & cöt& de lautre sans contra- 


. . ® k “ Pi . 
dietion. En &crivant 1 7. au lieu de k dans l’expression (u) nous au- 
k 


ı+ a e 
rons (u) ?. Cela Egale, en vertu de la premiere equation fondamentale 
l. 


(3.) A (w)'.(w)” et cette quantit6, en vertu de la seconde equation fon- 
k 
damentale (4.) est egale a w.uU Y—w.u* ou bien, en vertu de la pre- 


miere quation fondamentale &gale a w**. Donc on a suivant les deux 
equations fondamentales (3. et 4.) 


4 (Wr = wei 
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Mais le möme resultat peut etre tir&@ de la seconde equation fonda- 
mentale (3.) seule sans le secours de la premiere. Car elle donne 


k 
( w) — er) u’t*, Done une des deux @quations (3. et 4.), appli- 
quce isolement a une puissance quelconque, donne le mä@me rdsultat que 
les deux quations appliqudes conjointement. I suit de lü que les deux 
equations ne pourront &tre en contradiction. 


On pourrait donner encore une autre d@monstration de la coexi- 
stence des deux. @quations iondamentales, en tirant lune de lautre au 
moyen du passage ordinaire des cas particuliers aux expressions generales. 
En supposant l’@quation (3.), on commenceroit par d@montrer Fautre dqua- 
tion (4.) dans les cas ou y et / sont des nombres entiers; puis dans les 
cas ou y et k sont fractionnaires, et en passant des valeurs rationnelles 
aux valeurs irrationnelles par le mode ordinaire, on arriveroit aux cas ou 
es exposans sont irrationnels. Mais ce proc@de seroit embarrassant et 
impliqueroit une sorte d’induetion, “a cause du passage des cas particuliers 
aux expressions generales; de lautre cöt@ on ne toucheroit pas les expo- 
sans imaginaires, et enlin on trouveroit que la d@emonstration, m@me dans 
son @tendue limitee, ne reussit pas sans faire une seconde hypothese, sa- 
voir celle “= u, de sorte qu’au fond on retomberoit dans linconvenient 
davoir deux hypotheses au lieu d’une seule. Donc, puisque cette seconde 
‚oie moflre que des pertes sans profit, et que d’ailleurs la coexistence 
des deux Equations (3, et 4.) peut Etre justifice parfaitement, comme nous 
lavons vu plus haut, les deux hypotheses, ou plutöt postulata, dont nous 
sommes partis, semblent ötre preferables. 


Avant de passer au developpement des puissances en series, des- 
quelles les fonetions angulaires pourront Ötre firdes immediatement, nous 
entamerons la recherche des facultes analytiques, en suivant une 
marche analogue A celle que nous avons suivie pour les puissances. Apres 
nous donnerons des series gencrales de developpement applicables @gale- 
ment aux puissances, aux facultes et a d’autres fonctions analytiques. 
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II. Definition et proprietes des facultes analytiques. 


13. 
En suivant la methode que nous venons d’appliquer aux puissances, 
nous supposerons hypothetiquement des fonctions de trois Clömens u, x, y 
soumises aux conditions suivantes: 


35 fwno,y+ k)=f(u, x, y). lu +72, 2, k), 

36. f(ku,ka,y) = kf(u,x,y), 

37. Jıu,2,1) = u 
Nous donnerons le nom de facult@es analytiques ä ces fonctions. Puis- 
que la notation de la dependance determinde d’une fonction de ses dl@mens 
par une lettre comme f n’est pas commode pour le calcul, et qu’au con- 
traire la jJuxtaposition est plus simple et plus convenable pour cela, nous 
exprimerons une facult@ analytique, designde ci-dessus par f(u, x, y) 
par (u,+x)’. La virgule placde entre les el&mens x et x indique que ces 
elemens ne doivent pas @tre simplement additionnes, mais plutöt combinds 
suivant les regles que les equations fondamentales expriment implieitement. 
Cette notation adoptee, les dquations fondamentales des facultes analytiques 
(35., 36., 37.) se presentent comme suit: 


33. (, +)" = (+) (ut yn+x), 
39. (ku, +AixV = km, tx), 
40. (,+x) = u. 
Voyons ce qui se tire immediatement de ces “quations a laide des regles 
des quatre premieres op£rations et de la theorie des puissances, 
14. 
I. Soit z=0 dans les trois dquations (38., 39., 40.), elles donnent 
4. Wr w.u, 
422. kıY=kY.w, 
43. w ze 


Mais ces equations expriment les proprictes caracteristiques des 
puissances, donc les puissances sont un cas partliculier des facultes, sa- 
voir celui ou des trois @lömens u, x, y celui x est zero. 
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I. Soit dans la premiere quation fondamentale (38.) yz1 et 
7 — Alle —_ 2)? — AL Ni . . 
k=1, elle dome („,- x)’ =(w,+x) utx,+x)‘. Soit en second lieu 
y=2, k=1 dans la m&me equation, on aura 


(ut) = (u+x)(utr?Ix, + x), 
et en vertu de ce qu'on vient de trouver 
(v,+ 2)" = (,+x) (utxz, +) (ut, tx)". 
En eontinnant on trouve 
(„+2 = (tr) (urn, tx (ur2, tx) (u+32, +8), 

et göneralement 

(„+x2)”"=(u,+x)(utrx, tx) (u+20,+%)...(u+rm—1)o,+x)', 
zn etant un nombre entier. Mais en vertu de la troisiöme &quation fon- 
damentale on a (u,+x) =u; (utx, +2) =u+x; (ut22,+2) =ut+?x... 
(u+(m—1)x,+x) =u+(m—1)x. Donc on a 


44. (w„+r)"=u(lu+rx)(ut2a)(ut3x) ....(ut(m—1)x) 
pour le cas ou 2 est un nombre entier. 


Cela fait voir que dans les cas oü des trois elemens z, x, y celw 
y est un nombre entier, les facultes analytiques seront des produits de 
facteurs equidifferents. On leur a donne dans ce cas le nom de 
factorielles. 


II. A cause de Tanalogie des facultes avec les puissances, et de 
. . \ 
leur accord dans un cas particulier, nous donnerons a leurs @lömens des 


noms analogues a ceux des elemens des puissances. 


Des trois elömens u, x, y d’une facult@ (u, x)” nous nommerons 
le premier u, base, 
le second x, difference et 
le troiseme y, exposant. 
Quant a la notation adoptede ci-dessus, elle sera justifiee par le passage 
des facultes aux puissances, dans le cas d’exposans entiers. Nous avons mis 
Vexposant au cöt@ droit de la base et un peu plus haut, comme dans les 
puissances. La diflerence a &t@ placde ü cöte de la base, et sur la meme 


ligne, parceqwelle peut se combiner avec la base par la voie de Taddition, 
- . et 
comme on le voit dans les factorielles. Elle a &t& separce de la base par 


. . . . . A ® £& 
une virgule, pour indiquer qu’elle ne doit &tre aJoutee que sous quelques 
conditions. 
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On a aussi coutume de designer une facult@ (u, +x)’ par u”, ou la 
difference est placce ü cötE de l’exposant; mais il paroit ©tre beaucoup 
plus naturel et conforme a la nature de la fonetion dont il s’agit, de placer la 
difference ü cöte de la base, parcequwelle se combine bien avec elle par 
la voie de laddition ou de la soustraction, mais non pas avec l'’exposant. 
Il est bien vrai que les notations dans les math@matiques sont arbitraires, 
mais elles ne ie sont pas absolument; elles ne le sont que jusqu’ä de cer- 
taines limites tracdes par les regles indispensables de la consÖquence, sans 
laquelle les math@ematiques n’existent pas. ÜCertes la consequence est tel- 
lement inseparable de cette science quiil n’est pas permis de la negliger, 
möme dans les points les moins essentiels. Et la notation n’est pas de 
ces points; elle est beaucoup plus importante quelle ne semble l’ötre A la 
premiere vue. Les signes sont la langue des math@matiques et Dart de 
la notation est celui de cette langue. OQu’on nous pardonne cette remar- 
que: elle est susceptible de nombreuses applications dans toutes les par- 
ties de l’analyse. 

IV. Si dans la seconde @quation fondamentale (39.) Dexposant y 
est un nombre entier, elle donne en vertu de (Il. 44.): 


45. kulkut+ka)(ku+?ka)....(kutly—1)kx)=kYu(ut+s)(u+28).... (ur y—l)x). 
Cette Equation est identique et fait voir que les trois equations fondamen- 
tales n’impliquent point de contradietion dans le cas d’exposans entiers. 

V. Soit dans la premiere quation fondamentale (38.) y=0 et 
k—=1, elle donne („-+x)' = (u,+x)’ (w,+tx)' et en vertu de (40.) 
u=(w,-+x)u. De lä on tire (u,+- x)’ = = ou bien 


4. (+2) —=1. 


La valeur d’une facult@ quelconque est done Funit@ dans le cas ou Vex- 
posant est zero. 

VI. Eerivons dans la premiere @quation fondamentale (38.) —y au 
lieude+y ety au lieu dex, elle donne (u,-+x)’ = (u,+x)” (u—yx, tx)‘. 
Cela donne en vertu de (46.) 


47. (u, — x)? =— 1 


(u—yx,+x) ; 





Cela exprime une facult® a exposant negatif par une autre dont lexpo- 
sant est positif et de la m&eme grandeur. 


e 


= x 
I) 
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Si dans (47.) on fat y=1,ona „+ x)" — 
vertu de (40.) 





1 > 
6 _a.te)° et en 


te 


u—x 
et si Von &erit —x au lieu de + r, 


1 
u+x' 
VI. L’expression (44.) fait voir que, dans le cas d’exposant en- 
tier et positif, la valeur d’une facult@ est zero si la base lest. L’ex- 


pression (47.) apprend que, dans le möme cas, mais l’exposant etant 


negatif, la valeur de la facult@ m’est pas zero, mais en vertu de (44.) 


1 


(0,+x) re a geee o, ganer ou bien 





49. (w— a)" = 





1 
wer. IX AK ere YE 





0. 0,4)’ =+ 


Nous verrons plus bas quelles sont les valeurs des facultes ü exposans 
quelconques dans le cas ou la base est zero. 


VIM. Si dans la premiere &quation fondamentale (38.) on Eerit y 
a la place de k et k a la place de y, elle donne 


5. („tat — (u+x)% u, +Rx, + x) 
done on a (+ x) (u+ kw, to = (u +x)(u+yx,+zx), et de lü 


52, (u+kx,+t x) Ban (u +y%; +x)* 
(u,+ x)’ w„+z) ° 


IX. Sı dans la seconde &quation (39.) on fat k= — et puis 
-\Y 1 . y 1 
k= —, elle donne (1,+ 2) = (u,+x) et (>, +1) =z (u,+x)’; done 








3. tr) = »(1,+2) et 


4. (w„+te)= x (=, + 1). 


ı 


1,417” 


X. Multiplions Fequation (54.) par 1= x, NOUS aurons 


1,41% 
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y 


d,+1°" (+1) 
(4,16 


damentale (38.) on fat u=l, x —=1, y=-—l; et k=y, elle donne 
= —;, za u a u / . 
(1,+1) = (1,+1) (1 r a. +1) = (1,+1) (*, +1) . En 


substituant cette expression de (1, +1, + 1) dans celle de (u, -+ x)’ 
ci- dessus, on trouve 





(u,+x)= x . Mais si dans la premiere &quation fon- 


+ 


—-1+y 








u 
5. wHaÄy- a. tt _, 

1,41 
On voit par cette expression, qu’une facult@ a base et difference quelcon- 
ques, peut toujours etre exprimde par deux autres facult@s dont les bases 
et les differences sont l’unite. Done toute facultE peut ötre reduite A 
d’autres de la derniere forme. 


XI. Si dans la premiere @quation fondamentale (38.) on fait v=1, 
x=1etk=--—1, elle donne HIT, HAHN. 


Mais en vertu de la seconde &quation fondamentale (39.) on a (1+y, +1)” Be 


1 1 
—i u 


1 A\ To Ze u _ fi 1\x 2 
(+1,45) 5° done, + "+ ++) 2”. 


En substituant cette expression dans celle (55.) on a 


u 


1 








1 Ey“ zii, 
HD CH+H, +) 0° 
6. wre’ = : . 
(1,+1)* 
Cette expression peut tre utile dans le cas ou l’exposant y est infiniment 


1 r . (4 . \ 
grand. Dans ce cas, a cause de zul ‚ lexpression (56.) se reduit 





ta = Er = 
A,+1° 


etsie=1,ia 


. (1,+1)’y 
Ti 


Les deux expressions (57. et 58.) n’ont lieu que dans le cas ou y=x. 








e 
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XII. La premiere quation fondamentale (38.) donne (u+yx,+x) 


k 
_(w+z)" 


BIER, Faisant ye=v, cela se reduit ä 
(u, 7%) 





+” 
(u+ x)“ 


Cette formule sert « exprimer, par deux facultes qui ont la m&me 


9 u+rv,+r) = 


ase et Ja mäme difference, une autre facult@E qui a la meme difference 


:nals une .autre base quelconque. 


XI. Si dans la seconde @quation fondamentale (39.) on fait 
/wu ) Wo \) ’ z 
4x -r elle domne (7 > 7 20) = (“) (u,+ x)’. Mais en vertu de la pre- 


niere @quation fondamentale (38.) on a 


{ 1L 7 Y u en y 
TE _— — u v =— — fwu 
x 1 — .\ U ! R — 5 \ } 

a = (v,+0)° (42 —2),+w) = Wr rl, +0 


C w 
et de lu 





u v 
(== +) = (vw) #7 
I en u U u. 
: a 


. h . wu Fr; .. 
En substituant cela dans lexpression de (+) ci- dessus et multipliant 
oc\? 
par (=) ,„ on trouve 
Io £ 


1 


a 
u ED 


ii U 
(v, + w)* " 


A laide de cette formule on pourra reduire une facult® a deux autres 





. (a (2) 


ayant mömes bases et mömes diflerences mais de grandeur arbitraire. 


XIV. Si dans expression (60.) on fait v=u et e»=w-+-, elle donue 


uU 


— hy 


Lt 

w-- k\’ wyetk . \ 

w„+uw4tr) = an (1, + —, ou bien, en mettant x a la place 
ww - = 








— 


(u, tw) tr 


de w, et reduisant: 
7 


— +) 
(u,+ x) Br 


u A 
(u‚+x) x(x+A) 





„N 
61. („tert = (145) 
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Si z=1 et quon Ecerive k au lieu de 1+%k, ona 


—u.+y 


PER IE (u, + 1)“ 
w+n® 


Les formules (61. et 62.) peuvent servir ü exprimer par deux fü- 





62. w, +2) 


ceultöes a m&mes bases et differences une troisicme qui a «galement la 
meme base mais une autre difference queleonque. 

XV. Si dans la seconde @quation fondamentale (39.) on fait k= 1, 
elle donne 


63. (+2) = 1’ (w,+ x)’ 
et de la 


y 
64. (u, . u 1 
(u, + x)’ 


Ces @quations en vertu des reflexions semblables a celles ($. 5.) 





font voir, qu’une faculte a plusieurs valeurs diffrentes, si la puissance de 
Vunite prise avec lexposant de la facult@ en a, et nommement le meme 
nombre de valeurs que cette puissance elle möme. Si done on veut ex- 
primer une des valeurs diflerentes queleonque de la facult@, par ex. la 
valeur reelle, sil y en a, par |v,+x|‘, on pourra derire 


65. (+) |, +x]’. 1? 
et cette equation donnera toutes les valeurs dilförentes de la faculte, a laide 
des valeurs differentes de la puissance 17 de lunite. On voit encore par 
l’expression (65.) que le nombre des valeurs diflerentes d’une facult@ de- 
pend uniquement de lexposant et non de la base ou de la difference. 


15. 

Telles sont les expressions prineipaux sur les facult&s analytiques qui 
peuvent tre tires immediatement de leurs “quations fondamentales supposdes 
hypothetiquement. Au lieu de la troisiöme &quation (40.) on pourroit peut- 
&tre faire ’hypothese d’une autre &quation plus generale, analogue ü le se- 
conde @quation fondamentale des puissances (w)*—=u?* (4.), savoir de l’equation 


66. (Hy) = (,+x)” 
qui, combinde avec les deux premieres &quations (38. et 39.) donneroit la 
troisieme (u,+x)'= u et la remplaceroit. Si y et k sont des nombres 
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entiers, cette quation (66.) donneroit l’expression suivante 


67. (,+x”" = ul +x)(u+2%X)....(u+(y—ı)x) 
(u+yx)u + ytY)R).... (2+(2y—ı)X) 
u Aa +ey+ 2%) Re wrHay—na) 


(u-Hka)yx) uHd—)y+ 20) ch (urAyz). 

Nous remettons la recherche de l'@quation (66.) et de ses applica- 

tions “ une aufre occasion et passons au developpement des puissances et 

des facultes en series. Et pour ex@cuter ce developpement, nous commen- 
cerons par donner les d@veloppemens generaux des fonctions en sÖries. 


IH. Formules generales de developpement. 


16. 

Il y a des cas ou les valeurs numeriques d’une fonction, celles de 
ses elömens &tant donndes, peuvent &tre calculdes a laide des quatre pre- 
mieres operations suivant les expressions des proprietes de la fonction, et 
il ya en d’autres, plus frequents, ou cela n’est pas possible. Les fonctions 
quon appelle enticres et fractionnaires sont dans le premier cas. 
Les puissances et les facultes le sont @galement si leurs exposans sont 
des nombres entiers; car dans ce cas elles ne sont que des produits de 
facteurs Egaux ou equidifferents, qui peuvent Ötre calcules par la multi- 
plication et addition seulement. Les puissances a exposans fractionnaires 
sont encore dans le premier cas si leur racines sont rationnelles. La va- 
leur nume£rique de toute autre puissance ou facult@ ne peut ©tre calculde 
immediatement par les expressions en forme finie de leurs proprietes, ni 
par celles qu’on en tire par la transformation. 

Mais tout caleul nume£rique se reduit enfin a laddition, soustraction, 
multiplication et division de nombres entiers, et il n’y a pas au fond 
d’autre operation pour les nombres. Donc si les valeurs numeriques des 
fonctions ne peuvent pas etre calcul&es immediatement suivant les expres- 
sions de leurs proprietes, il n’y a d’autre moyen que de transformer ces 
expressions en series de termes composes seulement de fonctions ration- 
nelles entieres ou fractionnaires, propres ä &tre calcules par les quatre pre- 
mijeres operations. es series seront toujours necessairement infinies, 
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car si elles ne l’@toient pas, les fonctions qu’elles representent seroient, comme 
dans le premier cas, rationnelles et calculables directement. Mais puisqu'on 
ne peut pas caleuler un nombre infini de termes, le caleul num£rique de fonc- 
tions irrationnelles ne peut s’ex@cuter «u’approximativement, et il faut que 
la serie qui represente la fonction soit convergente, cest-ü-dire, que 
la somme d’un nombre quelconque de ses premiers termes, 
differe d’autant moins de la somme de la serie totale, que le 
nombre des termes qu’on calcule est plus grand, que cette 
difference, ou bien le reste de la serie, diminue au delä de 
toute quantite aussi petite qu’on voudra et qu'il soit zero 
pour un nombre infini de termes. La serie sera d’autant plus 
utile que sa convergence sera plus rapide. 

Le moyen gen@ralement applicable au d@veloppement des fonctions 
en series, est le m@me qui fait naitre le caleul diff@rentiel et integral et le 
calcul des differences. C'est de faire varier par la voie de laddition ou 
soustraction les valeurs des el&mens des fonctions et de caleuler les variations 
qweprouvent par lä les valeurs des fonctions elles m&mes. Les developpe- 
mens propres pour cela s’ex@cutent suivant une formule generale, applicable 
a une fonction quelconque et semblable & la serie de Taylor qui en 
est un cas particulier. On pourroit Vappeler serie gen£rale de Tay- 
lor. Elle est connue depuis longtems quant Aa sa forme qui est celle de 
la serie de Newton, Mais la methode ordinaire de la demontrer ne 
semble pas Ötre rigoureuse; aussi neglige-t-on ordinairement Pexpression 
finie du reste de la serie et la recherche de sa convergence, Il sagit 
done de completer cela et de donner une d@monstration rigoureuse de 
cette formule. Son developpement peut &tre exdeute par la voie des trans- 
formations purement identiques, qui par leur nature sont exemptes de 
toute incertitude. Lidee prineipale de ces transformations se trouve dans 
les memoires de Mr. Servois des anndes 1805, 1809 et 1814 sur les 
prineipes du calcul differentiel. Nous partirons de cette idee en modifiant 
son application, surtout dans le cas des differentielles, pour lequel il y a 
des remarques essentielles a faire et en completant le d@veloppement de 
la serie par l’expression du reste et par la recherche de sa convergence. 

17. 
Soit Fax une fonetion quelconque de x et k une variation quelcon- 


que de V’element x, on pourra derire identiquement: 
Crelle's Journal d. M. VII. Pd. 3. IN. 36 
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Fe + k)—Fx 
7% . 





68. FaetN)=Fx+k. 


En supposant 
F(x + k)—Fx 


[2 


69. 





on a 


70. Fa+l) =Fre-+tkfe. 


Mettons e+z au lieu de x et en m@me tems k—e au lieu de k, de 
sorte que x -+%k conserve la m&me valeur, lVexpression (70.) se transfor- 
mera en 


71. Fiac+rk) = Fiete) + (k— oe) fc e). 


Soustrayant lexpression primitive (70.) de celle (71.) on aura 
0 = Fic+0o)—- Fa t+(k—a) ft 0) —kfe 
72... 0= Fa +e)— Fr + (k—e)(flc ta) — fx) —of. 


Designons par la caracteristique A les diff@rences des valeurs des fonctions 


ou bien 


pour les valeurs +» et x et k—a et k des @elemens x et k, l’expression 
se reduira ü 
73. 0 = AFctk—e)Afxe—eafex. 


Mettons de nouveau +2 au lieu de x et k—x au lieu de k dans cette 
derniere expression, elle donnera 


0 = AFla+a)-+R20) Aflc+e)—afc+a). 

En deduisant l’expression (73.), on aura 

= AF (a+e) —AFx + (k—2e) Af(c+e) — (k—2e)Afz — aAfe — al Flcte) —fx) 
et en ecrivant le signe des differences, 

74. 0 = A?Fr + (k—2e) Arfar—2aA fx. 
En mettant de nouveau (e-+«) ü la place de x et k—« a la place de / 
dans la formule (74.) elle donnera 
0 = A?F(x-+te) +k—3e) Aflet+ae)—2aAflc+e). 

Deduisant ce r&sultat de lexpression (74.) on aura 
0=A?F(ata)—-NA?Fc+(k-3e) Af(a+@)—(k-Ie) AYa—a A fra ARc+e)-Afr), 
ou bien en mettant le signe A, 


75. . 0 = A’Fx-+(k— 3a) Afe—I3aN fx. 
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Continuant la m@me operation, on aura des resultats toujours semblables 
et dont la forme est aisce a saisir. Des formules (70. 73. 74. et 75.) et 
de celles qu’on en peut tirer, en continuant le developpement, on aura 


(F(c+k) = Fe kfa 





























A\Fx k—a 
gm a + 7 Af®, 
2 F: 
Afx = —— + TEE Ar, 
I: -3@ 
. } WB Ar u 4\ 3 
76. A?fx Br 3@ ei 3a Ix, 
“ —ıFx kn —V1)e 
NANn—2S$- Eee T An—ı LS, 
IYe= (n— 1) 7 a ArIfz, 
ArFx 
Ar-ı ce =—= er 
\ ei n.& +" na are. 


En substituant ces expressions, la seconde dans la premiere, la troisiöme 
dans le resultat etc., on aura 











F(ic+k) = a 
F(c+k) = Fx+— urn... 
77. 
| k(k—a)(k—2 
Fctr) = HI + —AFeH+ eg 3: _ 5 A fon, 


etc., et generalement, en restituant encore la valeur de fx (69.) 




















U k—1) (ka) (k—2e) ;: 
78. Fl E Aal ie Are + ir 2 AFEI; 
4 k(k—a) (k rn .... k—a—Na), 
2 a 
a ei ....(k—nea) ,„„[U (ae + k)—Fx 
r 26 Ey. .- k . 


Les coölficiens de AFx, A’Fx etc. dans les termes de cette expression 


k/k c . 
2) ZE-)E-2 
k ae \@ a \a & 


ua? x mes 9% Zune. 1.23 





.... Si pour abreger on les de- 


signe par (-) (=) (—) 01 t : derire 
gne p 2), \2), \a), rn, m peut aussi Cerirc 


36 * 
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79. F(x+k) = Fr+(z )Arz+(& )AF% »+(4) DEE: 


...+ (4) &ra+ (4) (k—na) a(etR-Re), 


Telle est la formule generale de developpement qu’on peut appeler 





formule gen@rale de Taylor. Elle est, comme on voit, semblable 
a la serie de differences de Newton et applicable a une fonction quelcon- 
que Fx pour la developper en serie. Elle donne en m@me tems une ex- 
pression finie du reste de la serie. Si Fon designe par R, ce reste, 
savoir celui qui suit les 2 premiers termes de la serie apres le terme 


0. R= (4) (k—na)Ar () 


x, on a 





k 
k(k—a) (k—2o) .... (k—na) An (=) 








ae 


k 


La serie, comme nous l'avons vu, a et@ trouvede par le seul moyen 
de transformations identiques. Son developpement est done etabli de 
la manicre la plus rigoureuse. La serie est semblable ä celle de Mr, Ser- 
vois, mais elle en differe en quelque sorte, surtout par l’expression du 
reste, qui s’ollre en m@me tems. 


Quant ä lapplication de la caracteristigue A a lexpression du reste, 
il y aa remarquer que toutes les fois qu’on eerit e+« au lieu de & il 
faut, en vertu de la regle adoptee pour le developpement, mettre en 
me 





k, de sorte que x -+-k conserve la m@me va- 
leur. On aura suivant cette regle par ex. 


A Fic+k)—Fx _ Fa+k)—Fic+e) Fa+M—Fx 























r k m k—0o k ’ 
8 ® ‚ / r + 
u „Fia-+k)—Fx _ Factr)—Fat+2e) „FaxHtk)—Fic+e) , Flx-+-k)—Fx 
A= k Pe k—2a k—u " k j 


Si l'on vouloit developper l'expression du reste, on trouveroit que 
tous les termes de la serie se detruisent, et cela doit arriver effectivement 
ä cause de lidentit® de l’expression. Par ex. si lon s’arrete au second 
terme de la serie en Eerivant 


Zn 











k(k— a) (k— —2@) 42 Fie+k)—Fx 


Flirt = Fort Lt AFe + Ara ——, 
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on 4 

; kFctao)—kFr ,„ kk—e)Fr 2a) — k—e)F(c-+e) k(k—«)Fx 
Fix+1) = Fa in 43 + an (erte)r 

k(k—e) (k —2e) [er k) — Fir +20) _, F(e--k)— Fi x+ e«) + F(x-+-X%) — Fr} 
y 2a* k—2a k—« k Ei. 


et cela donne 








—. —1)F(@+2) 


k(k—a) (k—e) rated) 
— -)F x 





MEN er) (k—?«) 


20 2a” 








-- 
k Wa kK(k— 2a 
+ 2a: + @& )F(@+0) 
k(k—e) kik— 

+( en 2a Er) nn 


ou bien O=0, comme il faut. 


Mais il n’y a nullement a craindre que l’expression (78.), & cause 
de son identite, soit moins un veritable developpement, qu'une transforma- 
tion vague dont tous les termes se detruisent mutuellement. Si les ter- 
mes de la serie (78.) vont en diminuant, il ya deja lieu de presumer 
qu’elle donnera approximativement la valeur de la quantit@ # (+ k) qu'elle 
exprime, et si lon peut d@montrer que le reste R, est zero pour n=», 
la serie sera convergente et donnera eflectivement la veritable valeur de 
F(x-+- k). Ce seroit une erreur de soupgonner qu'une transformation iden- 
tique ne puisse fournir un developpement reel. Au contraire, tout deve- 
loppement exact ne peut tre qn’une transformation identique, Le deve- 
loppement d’une fonction en serie convergente n’est jamais qu’une trans- 
formation identique de son expression en une autre composee de termes 
rationnels et decroissants jusqu’ä zero et dont le reste, qui suit un nombre 
infini de termes, est zero. 








18. 
. AFxz A’Fxz A?’Fx 
Les quotiens ——, — 3-5 775 «++. des termes de la serie gene- 


rale deTaylor (78.), sil’ony fait «=0, n’etant autre chose que les cocT- 
ficiens differentiels de la serie particulicre de Taylor, ilsemble ü la 
premiere vue, que cette derniere serie puisse Ötre tirce immediatement de la 
serie generale, si l’on suppose que les factorielles kA(k—o), k(k—a)(k—2a) .... 
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pour &= 0 se reduisent aux puissances AP, A, k*...., car dans ce cas la 




















2 
r z . , . [a y nn r E F 
serie (78.), en Y ecerıvant Ü I X 0? X, ..e.. au lieu de Be = IE 
donne 
82. F(zx-4k) = Fx+köFe +0" Fxc+; ze Fa... 
Lr” Ra krrı F(zx--k)—F 
Ber Or Fr + — or( (2-+k) *) 
A ae k 


et cest la serie particuliere de Taylor. 
Cette röduction de la serie generale (78.) a la serie particuliere se justifie 
mpletement dans le cas ou la serie n’a qu’un nombre fini de termes, car dans 
cv cas les factorielles k (ka), k(k-a) (k-2a), ... k(k-a)(k-2e) u... (k-na) 
se r&duisent pour #0), sans le moindre doute, aux puissances A, PP,... kt. 
Mais si la serie se prolonge A Vinfini, c’est-ü-dire que 2 puisse Ötre x, on 
est pas sür, que la factorielle k(k—a)(k—20).e..(k—ne) soit egale 
la puissance +, puisque la valeur du facteur k 





2% pourroit ötre quel- 
. ’ A [4 ” “ 
:e autre quantite que k, möme ou zero ou infini pur &=0 etn—=x. 


On ne peut done tirer immediatement la serie particuliere de Taylor de 
lo serie gencrale dans tous les cas. Son developpement a besoin plutöt 
encore de quelques autres reflexions, et d’autant plus que la serie n’a effec- 
tivement lieu que sous certaines conditions. 

Parmi les modes nombreux de developpement qui existent de la 
serie particuliere de Taylor, celui que donne Lagrange dans la theorie 
des fonctions se distingue par sa clarte et sa gencralite. Mais ce develop- 
pement suppose hypothetiquement la forme de la serie et sa convergence. 
Dir. Servois, dans les memoires cites plus haut, donne un developpe- 
ment de la serie sans faire ces hypotheses; mais dans son developpement, 
les coöfliciens diflerentiels se presentent sous la forme de series dont la 
eonvergence peut ollrir des diffeultes. Voici comment on peut d@montrer 
la serie partieulicre de Taylor uniquement a Taide des transformations 
«lentiques, et de sorte qu’en m&me tems les conditions de lrexistence du 
ıleveloppement se lont voir. 

I. Soit comme ei-dessus l’@equation identique 
F(c-+k)—Fx 

k 








® | ’ Fick) —Fx 
x3 F(r--k) = Fx+r( az ) et = fx, 


Je sorte ae 
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84. Flx--k) = Fetkıfx. 
Faisons varier x de « et k de —«, comme plus haut, on aura 
F(e+1) = Foto) +k—a)fle+ 0), 
et en retranchant de cette &quation celle (84.) 
35 0= AFc+kAfz—ef(cHte). 
Mettons de nouveau ce+« et k—u au lieu de x et Ä, nous aurons 
0 = AFlata)+ ke) Aflc+e)—ef@+2«) 
et en y retranchant l’&quation (85.) 
6. 0= A’FctkAfc—2aASlcHe). 
En mettant encore e+u et k—« aulieu de x et k, P’equation (86.) donne 
0 = A’Fla+0)+ (k—e)A’f(a+e)—2eAf(c+2) 
et en en deduisant celle (86.) 
57. 0 = A’Fr tkA’fc—3A’Flc-+e). 
En continuant toujours la möme opdration, on aura, comme les &qua- 
tions (83., 84., 85., 86.) le font voir: 





























[ Fatk)= Fax +kfe, 
; Nfx Nfx 
Slc+te) = Er Yu 
Aftz+a) _ A’Fx, k A’fx 
88 | & Br 2 : 
DI’ f(c+e) __ A’Fx k A’fx 
2a? ae Ta we ° 
Arfcte) _ __ A”Fx + k Arfe 
u 26 or "EB 17” 2 Zu €. BET” DE 95 DORT" Du 


(4 “ . , Pr . . 
II. Ces equations, puisqu’elles sont identiques, subsistent sans au- 











.,. “ K2 ® o E} 14 FAN Fx 
cune condition ni restrietion. Quand on y fait «=0, les quantites rn 
N’Fx A?’Fx Afxz A’fz A’fe en 
u Teen. et 4 2 .... se reduisent aux cocl- 

a [07 a ? a? ? a? 


ficiens differentiels de divers ordres des fonctions Fx et fx, que nous de- 
signerons par OF x, ®F x, ®Fx ....5 0fx, fx, fx .... Si main- 


tenant fx, c’est-a-dire I (69.) est tel, que f(x+ 2), 
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fire) A A Fer) 





—, „= — ern, dansle cas dez=0,ne different pas de 
Ri Wh les quantitds II ER. 2 er B. ASECHe) 
? d 4 a REF I ö Ü 3 .... 


“ 
se reduisent @galement aux co@ffieiens differentiels af, Sn fx... et 
f(@ +) se reduit ü fr. Done sous cette condition les quations 
(88.) se reduisent a 




















F(c+k)= Fxz + kfe, 
Jz= oFxz + kofx, 
. 0’FPx „ k0’fx 
a > 
9. 5 0?fx _O®Fx , kotfz 
a m -# 
o"1fx BE 2%. Er korfx 
230 (n—1) dan ! 23? 


Substituant ces expressions, la seconde dans la premiere, la troi- 
siome dans le resultat etc. on aura 


Fa+k) = Fe+köfs-Fkiofe, 
I-° 


En a. Br. 
r +1) be Feet ke Fer 51 FırzcI® 
2 R k’ e : 
Fic+ih) = Fe-+-keFx + —0’ Fort "rat nit 


“ “ r . . ® “ Br ® . » . E35 - 


et en gencral, si lon restitue encore l’expression de fx (69.) 


91. F(x-+k) = Fa böFe "Pr+g- ER 








} k Pin F y = k . 4 a F(x -- i) u“ Fx 
” © Pe gr anne vn © ! x ‚ er 0" = Br . 
Le FE VOR ir k 


C'est, comme on voit, la serie particuliere de Taylor. Li'expression du 
este de la serie, qui suit ses 2 premiers termes apres celui Fax et que 
nous avons design® plus haut par R,, est ici 


92. I, == Eid PalL ( ze) 


ei FE. k 





F(x-+-k)--Fx 
k 
mettre c+« au lieu de x et k—« au lieu de k, puis retrancher du re- 


on doit 





oa Ja notation 0” veut dire, que dans le quotient 
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sultat le quotient primitif, faire «= 0 dans la diflerence et repeter z fois 


cette operation. 


II. Le developpement que nous venons de faire de la serie par- 
ticuliere de Taylor s’ex@cute, comme on voit, seulement ü Väide de trans- 
formations identiques. Il est done exempt de toute incertitude, aussi bien 


. » VA) Fi 
que celui ci-dessus de la serie generale de Taylor. 


Mais en möme tems il fait voir les conditions qui doivent tre 


ri - : A. [) ER . » 3 
remplies si on veut que la serie subsiste. Elles s’expriment par les equa- 


tions suivantes: 























[| .fa+a) ua fx \ 
Aficte) _ Afx 
a en 
NMflaHte) _ A’fx 
93. Po ET. pour =, 
Arf(cte) _ Arfa 
a" un nn 
0 


Puisque 


Scte)—fı = sis, 


Afateı)— fr = Affe, 


2 z N MN ) I 3 ’ a A . . F . ” 
Dfae+e)—Afre=L’fx ete., elles peuvent Ötre aussi exprimdes par 

















[| Afe=0N 
re 
f ae U 
& 
A3fr 
94, | fe —o, pure =(. 
er 
re 
Mo 
— J 
. Ä\ i ’ 3; ‚ A Fe n 
ou bien, —£ etant = Or, SE ör fe, ST = &fx etc. pour 
“=0, par 
«of = 0, 
eo fe—=0, 
05. ao’ fx pen} 0, 
art). 


Crelle's Journal d. M. VII. Bd. 3. Hft. 
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IV. Les @quations (94. et 95.) donnent les conditions de lexistence de 


"ee . r F k —F a 
la serie (91.) et elles les expriment par la quantite fx = + - X. Mais on 
peut les reduire aussi a d’autres qui se rapportent a la fonction F x elle möme. 


Les @quations (76.), en partant de la seconde, donnent 
l : I . 





























f afz = AÄFxz + (k— a) Afe, 
A’Fx= , k—2a A’fr 
Afx Bene 9a 5 “ en . 
mie e B — 3a B fx 
a + 4, 
96. J | , 
Nfx ArFx + k— ie Afer 
a 40: a: ? 
. » - ” - Ez ” » . * . 
Arııfg BIER - Er. k—na A’fx 
\ er. nam n ram * 


Supposons que les @quations (94.) ont lieu. Dans ce cas la seri« 
(91.) aura lieu @galement, parceque les @quations (94.) expriment les con- 
ditions de son existence. Substituant les @quations (94.) dans celles (9%. ) 


et supposant encore 
97. afz =V pur e=(, 
on avura 














i AFfz=0\ 
Fr 
——( 
7 
NFx 
08. — 0! pour a =—=V\. 
3 u 
NFx 
rg u () 
\ 
’ AFz , a A?Fx . A?’Fr - 
ou bien, = etant —ofr, —-=edfr, ——]| it pour 
(CE 
2 =(, en reunissant (97. et 98.) 
af — 0\ 
af —=0 
0 vo Fr = 0 " 
09, LEE) pour & = U, 
a$®Fx =Of I 
ac" Fxz —=0 
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Si les @quations (94.) n’avoient pas lieu, celles (97. et 98.), et par 
suite (99.) m’auroient pas lieu non plus, comme on le voit par les equa- 
tions (96.). Donc les @quations (99.) expriment les conditions de 
lexistence de la serie (91.) et les equations de condition (95.) sont main- 
tenant reduites a d’autres ou entre la fonetion Fr. Voyons ce quelles 
donnent pour les coöfficiens OF'x, OFx ete. 

V. La premiere des quations (99.) a toujours lieu, mäme si fx 





En A . ’ F(x-+-k)—Fx 

etoit —= ©; car puisque la quantit@ & n’entre pas dans fr = ” E 

on peut toujours la supposer telle, que &/x soit zero, par ex. en suppo- 
1 1 : . 

sant & = on aufx a 2 et «afr=0, sifer=x. Mais les au- 
SC) TC 


tres Cquations (99.) demandent que les co@ffhciens diflerentiels ex, ®Fx.... 
ne soient pas infiniment grands; car supposons Or =» pour —0, 


m . A F r 


on auroit — — = x pour =0, done 





cette quantite etant Eegale ü 


AFx pourroit avoir une valeur finie et ne seroit pas necessairement zero, 


resultat contraire a la premiere des conditions (98.). Supposons Fe =x 
\2 Fr N? Fox 


pour &=(, cette quantite etant egale a ———, on auroit —— = x pour 
? ie) ed a 





\* Fr 


PAS . ’ ’ ” d 
@«=0, done ug © a0ae le seroit egalement et non pas nccessairement zero, 


resultat contraire ü la seconde equation (98.) ete. 

Les conditions (95.) ou bien (99.) se reduisent done a ce que Fr, 
e?Fx etc. ne doivent pas @tre x. Donc la serie partieuliere de Taylor 
(91.) ne subsiste que dans les cas ou les co&@fficiens differen- 
tiels OFx, @Fx, .... ©"Fx sont des quantites finies. Elle nau- 
roit pas lieu si quelques - uns de ces co@fliciens ou un seul co@tlicient 
etoient infinis. 

VI. Il y a encore ü remarquer que la serie partieuliere de Taylor, 
si d’ailleurs les coöfficiens differentiels OFx, OFx.... ne sont pas des 
«mantitds infinies, peut subsister, meme dans les cas ou k est inliniment 
srand. Car supposons la condition remplie que OF'x, OFx .... sont des 
«uantites finies, les Equations (99.) et par suite celles (97. et 98.) auront 
lieu. Mais si a/z=0 et AFx=0 lapremiere des equations (96.) donne 
0=0+(k—o)Afr, dest-a-dire Afx=0 pour une valeur quelcongque 
A®Fa 

Ü 


de k, et ä plus forte raison Afa=0 ik=mw. Pus, Afx et 
Er En 
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k—2a A’fx 
a TE, 

A’rfz , . | - , 

done —— est zero pour une valeur quelconque de % et ä plus forte rai- 
A’rfe 


2 
& 





etant zero, la seconde des &quations (96.) donne 0 =0-+ 





—0sik=x et ainsi de suite, de sorte que toutes les &qua- 


tions de condition (94.) seront satisfaites egalement. Donc la serie (91.) 
peut subsister, möme dans le cas ou k est ®. 

On voit que les conditions que nous venons de trouver pour lexi- 
stence et la validite de la serie particuliere de Taylor doivent ndcessai- 
rement etre connues pour les applications de cette serie. Di’ailleurs la se- 
rie n'est pas encore convergente si elle satisfait aux conditions (V.). Ces 
conditions ne se rapportent qu’a son existence. 


19. 

Ayant trouv@ et demontre les series que presente le developpement 
d’une fonction queleonque en variant ses @l&mens, il s’agit maintenant de 
juger la convergence de ces series dans les cas definis, c’est-Aa-dire 
de juger la valeur du reste de la serie. Si cette valeur ne diminue pas 
en augmentant le nombre des termes et ne converge pas vers zero, la 
serie est sans but. 

Si la valeur du reste de la serie pouvoit &tre trouvee exactement, on 
pourroit juger immediatement sa convergence en faisant =» dans l’expression 
du reste. Si cela donnoit zero pour la valeur du reste, la serie seroit conver- 
gente, et divergente dans le cas contraire. Mais il est evidemment impossible 
de trouver l'’expression exacte et finie du reste, toutes les fois que la serie 
est infinie: car si cela etoit possible, on auroit une expression finie de la 
lonetion proposce et sa valeur cesseroit d’etre exprimee approximativement 
par la serie comme le demande I'hypothese, mais par un nombre fini 
de termes. 

il faudra done plutöt se contenter d’evaluer approximativement la 
valeur du reste, c’est-ä-dire de trouver des limites dans lesquelles 
cette valeur doit etre comprise. 

On connoit les expressions des limites de la valeur du reste de la 
serie particuliere de Taylor. Mr. Lagrange les a donnees par la 
voie des integrales definies. Mr. Ampere a simplifie et perfectionne la 
recherche de ces limites dans un me@moire inser® dans le 13”* cahier du 
journal de l’&cole polytechnique, et a m&öme etendu ses recherches aux 
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fonctions de plusieurs variables dans le 11"* cahier du 17”° tome des an- 
nales des math@matiques de Mr. Gergonne. #l ne nous veste done iei 
qu’entre prendre la recherche des limites du reste de la serie generale 
de Taylor. dCes limites peuvent Ötre trouvdes de la maniere suivante. 


20. 
1. Soit @(x,%k) une fonction «queleonque des deux quantitds x et 
k, variables toutes les deux, mais soumises a la condition, que si par ex. 
x varie de @, k varie en m&me tems de — «. Supposons aussi que ® (x, /) 
nait pas de valeurs imaginaires ni diinfinies, mais «que toutes les valeurs de 
cette fonction, pour les valeurs dificrentes de ses dlömens x et %, depuis x 
- . . ® N . ..0 
jusqWa x=-+% et depuis k jusqu’a 0, soient reelles et finies, de sorte que 
O(x,k), dans l’etendue indiquee des El&mens, est une fonction continue. 
’ . 5 - A 
Cela pose, faisons varier continuellement x de & et en m&me tems, 
suivant la condition ci-dessus, k de — x, on aura en faisant usage du signe 4, 
piete, ke) ga) = Aya, 
g(c+2e, k—-2a)—y(cte, k—e) = Ag(cte), 
100. plct+3e, k—3a)—p(c+2e,k—2e) = Ag(c+2e), 


p(cetmae, k—ma)—g(c-+(m--I)e,k—m—De)=Ag(c+(m—1)e). 


La somme de ces &quations est 
101. glatma,k—ma)—yp(z,k) = Aygcs+Agygcte) + AgY(c-+2e) .... 
....+&Agp(c+m—Ne). 
La quantite & etant arbitraire, on peut supposer ma=k. Cela donne, 
en divisant par %, 
plc+r,0)—yla,k) _ Apyac+ Aylcta)+ Aylct?e)....+Agplatm—te), 


k ma 








102. 
Supposons 

198. Ag -+Agyac+te)+AP(aH+20)....+Aple tm —NDe)=mAp(a+ue), 
expression (102.) se reduira & 


104. Plz +%,0)—P (x, k) BE Aplaetue) 








k & 
Maintenant l’expression (103.) fait voir que les quantites APx, AP(x-+e), 








‚ ‘ ‘ . ’ . . 
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SOlx+ 2a), ...., soit quelles aient toutes le möme signe, soit que leurs 
signes soient dillerents, ne peuvent &tre, toutes en m&me tems, ni plus 
orandes ni plus petites que la quantite AQ(z + ve), car si cela etoit, la 
somme des 2 quantites Adx, AP(c+ &), .... seroit ou plus grande ou 
plus petite que m fois la quantit@ AQP(x-+ Rx) et non pas dgale A ce 
multiple de 20 (x + ve), comme le veut l’@quation (103.). Done, toutes 
les quantites AQOx, AP(a-+ 0%), .... ne pouvant etre @gales entre elles, il 
y en aura necessairement parmi elles quelques unes de plus grandes et 
d’autres plus petites qe AP(x= + pa). Donc la valeur de AP(x + re) 
sera necessairement comprise entre celle de la plus grande et celle de la 
plus petite des quantites APx, AP(ac-ta), Apl(c-+ 2a), .... c’est-ü-dire 


/ 
. - Agl(sc+ ue) 
entre la plus grande et la plus petite valeur de A®x. Donc aussi F 





@ 





sera comprise entre la plus grande et la plus petite valeur de me, et, 

y(ct+k,0)— gp(a,k) 
k 

quantite sera comprise entre la plus grande et la plus petite valeur que 


N vn ’) 
/ (iA — l1C ‚ (4 \ 
u A ee egal A 
[84 





‚ la valeur de cette dernicre 


Ag, k) 


N NT . 
7 ou bien 





puisse avoir pour les valeurs diflerentes de x et A, 
u 


depuis a jusqu’a e—+*k et depuis k jusqu’a zero. 


II. La quantit@ & Etant arbitraire, on peut la supposer zero. Dans 


of Agys . . . 5 ” 
ce cas la quantite = se reduit au coöfficient differentiel OPx. Donc Ile 
theoreme que nous venons de trouver fait voir, dans ce cas particulier, 
plctk,0)—p(x,k) 


104 





que la valeur de est toujours plus grande que la plus 


petite, et plus petite que la plus grande valeur du coefficient differentiel 
COx, Px etant une fonction continue de x depuis x jusqua c+K et 
depuis k jusqu’a 0. C'est le theoreme de Mr. Ampere, quil a d@montre 
a lendroit cite. 
21. 

Nous allons maintenant appliquer le theor&me general du para- 
sraphe precedent ä la serie generale de Taylor (78.). 

I. Mettons dans cette serie k+x& et k—a au lieu de x et k et 


deduisons du resultat la serie primitive, nous aurons, en designant le 
vreste de la serie suivant (80.) par R,: 
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0 = F(e-+e)—Fx 


+ ZZ AFle+a)— EAF« 
[44 






































(k — a\(k —2«) 2 k(k—e) 
- Ei (gg ne ein EEE TE A I% 
4 I Fe) PL ÄAFa 
(k— a) (k—2 a) (k —3 ec) k(k— a) (k—2«) 2 
+ IE 7 Ed a Sen 2.30® A’Fe 
(k— a (k—2a)....(k—ne) ie k(k—e)....k—(n— 1) Ä 
+ sie er ia u 4 Pe 7. —A”Fa 
+AR, 
ou bien 
0= AÄFx 
k—ıa, R K—n , R 
+ — — AF(cte) —— — AFr— AÄFo 
Ü [4 
(k—a)(k—2e) \ gr (k—2e) (k—«@) (k—0) „ep 
+ Pr A? F(a+e) — Pr A?Fx — 2 A?Fx 
(k—a)(k—2e)....(k—ne) te (k—na)\k—ea)(k — 9a)....(k—(n-1)e) 
— NA? F(c+a)— AÜBE- Yonder nte IE An 
+ - PR FOER .. A ArFa 


ce (k—a)\(k—2e) .... (k—(n— 


1)e) 
. AnFr 
2.32... (n—1) arm Gm fi L 





+ARn, 


. \ . 
cest-a- dire 


0= ÄFxz 





k—a 
+ —— N Ftc—AFx 
« 


PR Ann (k—2e) \: k—ıa 


—— A?’Fx 











2a? 17 
r\ (k—a)(k—2e) ....(k—ne) Artı Fr _ KZOR—2)....(k— ale) A Fi 
2.3....na" 2.3... (n—1) a" 
-AR,. 


’ . 1} . . , 
Dans cette equation tous les termes ü droite se detruisent, excepte 


.N\ hd , .‘ . 
AR, et la premiere partie de l’avant derniere ligne; donc elle donne 


in) (k— a)(k— 2e)....(k 


a0) pp 
2.3....n" art Fe+AR,, 


0 





ou bien 


- (k—a)(k— 20) ....(k—na) 


105. AR = ATFg 





A SE 7 
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Designons, pour abreger, par 7), 7,, 7,, .... les termes de la 
serie (78.), de sorte que 
106. Fic+h) = HT; + TE+T,... ++ By, 
on a 


- mn k(k—e)(k — 2.) ....(kne) 
07. Int == eh 
ni ae 2.3....n(n 1) et: 





Artı Fo 


ei 


( ee e) k—2 Me ——— 
108. (A ( J ( 2 de) (A ne) ArHtı Fx BD (n+1)« T.., 
“Pe 75 k 





donc en vertu de (105.) 


AR 
0. —: Bin = ie 


7 k 
Il. Maintenant 


(k— ——.) ke r(: k)— Fx rn. 
10. 2, ro oo) (k Prise sei ie) (80) 


- DE RR k 








est une fonction de x et k, et le signe A dans son expression veut dire, 


ne x doit &tre varie de z, et k en möme tems de —a. AR, sera une 





Iönetion semblable. Done les quantitös R, et AR, seront deja compara- 
" 1 N 5% ' y » n “ 1} N 
hies aux fonctions P(x,k) et AP(x,k) ($. 20. I.) en ce qui regarde leur 
composition. Elles leur seront comparables en tous les points si la fonc- 
tion R, a la propriete de m’ötre ni infini ni imaginaire pour aucune valeur 
des @lemens x et k depuis x jusqu’a + k et depuis k jusqu’a zero. Con- 
. 2 . ’. . /» . 
sidlerons d’abord un nombre fini de termes de la serie (78.). Si aucun 
(le ces termes n'est ni infini ni imaginaire ponr aucune valeur des @l@mens 
\ . ° ° [2 AFx NA?Fx NArFcx 
r et k, cd’est-äü-dire si aucune des differences ——, —— 2... —, et 
ö 10 107 a” 
/ x Iui möme ne l’est pas, la somme des termes sera dans le m@me cas; 
et si encore F(x+%) est reel et fini, le reste R, sera n@cessairement une 


® 14 . . ” N Fx 
quantitd finie et reelle Egalement. Done si aucune des quantites F’x, ——, 


\?Fx ArFz . . u 
RE —;— dans la serie (78.), 2 etant d’abord supposee un nom- 


“% 








hre fini, n’est ni infini ni imaginaire, le reste R, de la serie sera une fonc- 
tion de x et k parfaitement semblable a la fonction ® (x, k) ($. 20. I.) et 
on pourra supposer 





ill. R, = Ola,k). 
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III. Remarquons d’abord qu’en ecrivant dans l’expression du reste 
R,, c+%k au lieu de x, et d’apres la condition, O au lieu de A, la valeur 
du reste se reduira a zero. En eflet lexpression (78.) donne 
ca k k(k—a) 
112. Rı= ylsk) = Fa+k)— Fr— — AF&— 3 DPFax.. 


Kik—a)(k—20)....(kln—De) „pn 
u . EN x 
ge SE Fe 5 





et si dans cette @quation on fat e=x+k et k=0, elle donne 
13. Rn=g(x-+Kk,0) = F(c-+k) — F(eH+r) = 0, 


les valeurs de toutes les quantites AFx, A’Fx,.... A’Fx etant sup- 
plct+k,0)— y(x, k) 





posces finies: done en composant la quantite . pour la 
. 7 p(a,k) 
valeur actuelle A, de ®(x,k) on voit que eette quantıte est aa 
mn R, 
k . 


IV. Mais suivant le theor@me ($. 20.1.) la valeur de la quantite 
f (ek, 0) ra 4 (a, k) 





est toujours comprise entre la plus grande et la plus 








h 
. N R ER . Ü rag (: k ‚ 
petite valeur de — = ); done la quantitd erh k FR) stant 
— 9 dans le cas u le theoreme nous apprend que la valeur de 


R. o . 
— —— est comprise entre Ja plus grande et la plus petite valeur de 


NAg(ez, k) AR, 


° R “ 
== ‚ ou bien’ — entre la plus grande et la plus petite va- 











0 & ec 
AR, 





V. Cette derniere quantit& est &gale ä = 7,4, (109.), done la 


R . . 
valeur de — est comprise entre la plus grande et la plus petite valeur de 


k 
1 





T,4, ou, ce qui est la mäme chose, X, lest entre la plus grande 


et la plus petite valeur de (2+1)7,,,; 7,4: etant le premier terme du 
reste R,. 


Donc nous venons de trouver le th&eor&me suivant. 
Si dans la serie generale de Taylor (78.) les valeurs de toutes les 
quantites F(z+%), Fx, AFx, A’Fx,.... A"Fx (n etant suppose 
Crelle's Journal d. M. VII. Bd. 3. Ift. 38 











294 $. 21. 25. Crelle, memoire sur la iheorıe des puissances, 


d’abord un nombre fini) sont reelles et finies pour toutes les valeurs 
des elömens x et k depuis x jusqwä = + k et depuis k jusqu’ä zero, 
la valeur du reste R, de la serie, qui suit le 2"® terme apres le pre- 
mier, est comprise entre la plus grande et la plus petite valeur que 
son premier terme Z,,,, peut avoir pour les differentes valeurs des 
elemens x et k. 

VI. Ce theor&me suppose que le nombre des termes de la serie 
qui pr&cedent son reste est fini. Mais on peut faire voir que, sous les 
eonditions tablies, le theoreme a &galement lieu pour un nombre infini 
des termes. 

Si les termes de la serie vont en augmentant, elle est evidemment 
divergente et il n'est plus question du reste. Si les termes sont EZAUX 
entre eux, et de möme signe, le th&öor&me donne des limites infinies pour 
la valeur du reste, comme il le faut. Si les termes de la serie sont de 
grandeur “gale et de signes dillerents, la serie n’exprime aucune quantite 
determinde. Il ne reste done que le cas ou la valeur algebrique des termes 
de la serie va en diminuant par termes ou par groupes de termes. 

Si dans ce cas le theorcme donne des limites finies pour la valeur 
du reste R, qui suit un nombre fini de termes, cela fait voir que la va- 
leur de la serie dans toute son etendue est finie, car AR, exprime la somme 
de tous les termes de la serie a l’infini, qui suivent le 2”° apres le 
premier. Donc aussi une partie quelconque de la serie, a partir de son 
premier terme et allant m&me jusqu’a Tinfini, aura une valeur finie, les 
termes ayant dt@ supposes decroissants, ou par termes ou par groupes, et 
la partie ne pouvant etre plus grande que le tout. La somme des ter- 
mes qui precedent le reste de la serie aura done toujours une valeur 
finie, m@me si lon prend un nombre infini de termes. Mais la condition 
(II.) de lexactitude du theoreme veut que la somme des termes qui pre- 
cedent le reste soit finie; done le theoreme a @galement lieu pour la va- 
leur du reste dans Yinfini. 

VI. Si la plus grande et la plus petite valeur du premier terme 
du reste dans Vinfini, prises (2 +1) fois, sont zero toutes les deux, le reste 
de la serie, qui suivant le theoreme (V.) est compris entre ces deux limites, 
le sera egalement. Done la serie sera convergente dans ce cas. 

VIM. Puisque la serie generale de Taylor (78.) se reduit ü la 
serie particuliere du m&me nom (91.) quand on fait «= 0 sous condition 
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‘ .. . . Lu 4 u . ° - r ” 
qu’aucun coefheient dillerentiel ni le reste ne soient infinis ($. 18. V.) et 
que cette condition s’accorde avec celle de Fexactitude du theoreme des limi- 
tes du reste de la serie generale, qu’aucun de ses termes ne doive £tre 
infiniment grand: le th@oreme aura lieu @galement pour la serie parti- 
culiere de Taylor et 

la valeur du reste de cette serie qui suit un nombre quelconque z de 
ses termes sera toujours comprise entre la plus grande et la plus 
petite valeur du premier terme du reste, pris (21) fois, sous con- 
.,. . .. . .„yır’ e . . . u = Pi . 
dition qu’aucun co@flicient diflerentiel ne soit infini ni imaginaire et 
$E, . ’ D_ Si i 1° o 

que la serie aille en decroissant. Si ces limites de la valeur du reste 
sont zero dans linfini, la serie sera convergente. 


ey: 


Quant ü la serie generale de Taylor, il y a un cas particulier, 
ou le theoreme des limites de la valeur du reste trouvd@ ei-dessus, ou 
plutöt la serie elle möme, n’ont pas lieu si l’on prend & Yinfini le reste 
et la serie. C’est celui ou toutes les differences AFx, A? Fx,.... sont 
@gales entre elies et a la fonction Fx, et alternativement positives 
et negatives. Nous verrons plus bas un exemple de ce cas en traitant 
des facultes analytiques. 


Dans le cas d’exception la serie (78.) donne 








| k k(k—a) klk—e)\(k—2e) 
114. Firtk) = Fat Dt ei A Ei .) H 
(rk) @ r Ya® 2.9: + Br. 

Mais on a, comme on le verra plus bas dans le developpement des puis- 
sances, 

bs k , k(k—a) k(k—oa)(k— 2a - 

112. 1— — + — on u (i—L)e. 

it 7 2.30? | ) 


/ 
et (1—1)° est zero toutes les fois que — >0; done lequation (114.) se 
reduit ä 
116. Fiatr)= R,. 
De surte que l’evaluation du reste R, de la serie par ses termes cesse 
d’avoir hieu dans TVinfini, puisque la serie, si on la continue a Vinfini, 
n’existe plus. 


Si l’on vouloit appliquer le theoreme des limites du reste R, au cas 


actuel, en supposant 2= x, on trouveroit pour limites du reste la plus 
38 * 
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Kk—a)(k— 20) .... (k—ne) F 
- 2 BE" F” 


peut avoir pour toutes les valeurs des @l&mens x et k depuis x Jusqu'üa 


grande et la plus petite valeur que la quantite 





nd ® s ’ 5 - k(ik—o0 | RER, — 
x-+% et depuis k jJusqu’a zero. Mais la quantite 2 5 Me, 
— . .. ET 


/ . k 
comme on le verra plus bas, est zero pour =» toutes les fois que — 
& 


ou bien > 0; done on trouveroit R,=0 pour 2=x et la serie (114.) 


donneroit 
14 


(k—ıa . 
117. F(c-4-k) = Fr (1 20 “) nn) = AN Fr = 0, 


20* 


ce qui est evidemment faux. Mais lapplication du theor&me des limites 
du reste de la serie n’a pas lieu ici, puisque la serie qui precede le reste 
est zero pour une valeur quelconque de x, si k est >O, de sorte qu’au- 
cun terme pui pouvait servir a evaluation du reste n’existe. On verra 
encore plus clairement la raison de cette exception dans la d@monstration 
möme du theoreme des limites ($. 21.). En effet une des conditions de 
lexactitude de ce theoreme, comme le fait voir ($. 21. III.), est, que 
@(x-+%,0) doit tre zero en supposant R,—= Pl(x,k). Cette condition 
cesse d’etre satisfaite dans le cas actuel, car ici le reste R, est la quantite 
F(x+%) elle m@me, qui n’est pas zero en y mettant «+ k au lieu de 
x et O au lieu de k, mais plutöt invariablement F(x-+%). La conclusion 
de ($. 21. III) que @ (x +%,0) est nul puisque tous les termes qui pre- 
cedent le reste se detruisent en mettant O au lieu de k et x + % au lieu 
de x excepte le premier terme qui donne F(=+%), de sorte F(x+k)= 
F(x+k)--R, et R,=0, na pas non plus lieu ici, puisque la serie elle 
möme qui pr&cede le reste est zero et cesse d’exister. 


Il est vrai que la somme de la serie (114.) qui precede le reste 


‚ ’ k . Ä 
R, n'est zero qu’autant que Et ou bien k>>0 et non pas dans le cas ou 


-—0 et e»—=x-+%, qui est un de ceux qui se presentent dans l’evaluation 
des limites du reste. Dans ce cas on a (1—1)’=1 et l’&quation (114.) donne 
F(x<+kM)—=F(e+%k)+ R,. Mais cette derniere @quation donne A, —=0. 
Donc le reste est nul dans ce cas, et cela s’accorde avec le th&or&me des 
limites; d’oü l’on voit que ce th&oreme est loin d’etre en defaut, m&me 
dans ce cas actuel. Il cesse seulement ici d’&tre generalement applicable. 
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La valeur du reste de la serie est discontinue dans ce cas. En 
effet T’equation (114.) donne R,=F(x-+%) pour une valeur quelconque 
de k plus grande que zero, et R,=0 pour k=0, 

D’ailleurs il n’y a quiun seul cas, celui de la nonexistence de la 
serie, ou bien de son independance des el&mens x et k, ou le theoreme 
des limites du reste ne soit pas applicable. Il Test effeetirement dans tout 
autre cas ot: lies termes de la serie qui precedent le reste dependent des 
el&mens variables x et k. 

L’exception de la regle n’a pas m&me lieu, si la serie de develop- 
pement n’est pas infinie mais plutöt finie; dans ce cas la somme des termes 
qui precedent le reste n’est pas zero, mais elle depend de x et k; done 
le th&oreme des limites y est applicable.. Si lon ne prend qu'une partie 
des termes de la serie finie, le reste sera compris entre les limites du 
theoreme. es limites se r@duisent par elles m&mes ä zero ä la fin de 
la serie. L’exception, comme nous l’avons dit, n’a done lieu que dans le 
seul cas ou les differences Al'’x, AFx, A’Fx, .... ont des valeurs dga- 
les et des signes alternativement differents, et ou la serie est infinie. Dans 
ce cas le developpement meme de la serie n’a pas lieu, et par cette 
raison le theoreme des limites n’a lieu non plus ni pour un nombre infini 
ni pour un nombre fini des termes. 

23. 

Les limites de la valeur du reste de la serie generale de Taylor 
trouvdes ($. 21.) seront ordinairement assez &loigndes Tune de l’autre, sur- 
tout A cause du co@fficient + 1 dans lexpression (+1) 7,+,, lequel 
est infiniment grand pour 2=x. Mais il existe des limites beaucoup 
plus resserrees qu’on trouve comme suit. 

1. Nous avons vu plus haut que 


118. au per, — 0 (10.), 


ou bien 


119, An, FI... Bone) Ay Bu \ (105.) 





CGela donne 
alk— a) (k—2a)....(k—ne) ArtıFx _ 
un. Bias ER ER 





Soit M la plus petite et N la plus grande des valeuus que la quantite 








) E ‘“,' r ı m ig Bi ‚ ’ . 
298 $.23. form. 121.— 125 28. Ürelle, memoire sur la theorie des puissances, 








SFr on arohi He ie ee ee dad, 
Zr peut avoir pour les valeu ierentes de x depuis x jusgua x + k, 
de sorte que 
) Art Fz £ 
121. (£ ni e_ MI << N, 


Kegalit© etant la limite pour la valeur des sigues > et < et y comprise, 
on aura en vertu de (120.) 


a(k—a (k—2a)....(k—ne) 








122, AR,+ 3 . M<O 
et 
| a(lk—a) k—2e)....(k—ne) 
123. Ä 2 P N ee _ U, 
Tr 2 au n u 
kKkk—)\ h 2a „u (A—nG) 





il. Mettons —« au lieu de k dans l’expression ar u 
Pace Ze } 


et d@duisons du resultat la quantit@ primitive, nous aurons 











(- het) ru ee __ (k-a)(k-2e) pr I@) ... (k-(n+1)e) __ Kik-a)(k-2e)..(k-ne) 
> "a n1) ..(n-+1) 2.9....(n+1) 


= er .. (kn) 
® 2.3....(r+1) — (k—(n+1)@—.k) 





dont 


.( 
124 — Al 








k mal mu EN Bus, a ae (k—a)(k—2a)....(k—ne) 
3...) u: En 

La quantite a droite dans cette expression est Egale au facteurs de 

M et N dans (122. et 123.); done ces dernieres expressions peuvent etre 


representees par 











a MER (k—e) (k @). Zee) 
125. AR,—MA(- we Fe <O 
et 
i . (k— a) (k—2a Zuutzrel) 
> j An Een 
126. AR NL \( 2.,3....(n +1) >v, 


ou bien, HM et /V etant des constantes sur lesquelles le signe A n’a point 
d’effet, par 
127. & Ir. — M 


k( k—a)(k—2a).. — na) 


2. ey 





ei 





ee > a. 
128 alr.—n“ a) k—2a)....(k »ell>0 


2.3....(a+1) 
Dans ces expressions les quantites qui, sous le signe Z, suivent Ä, ne sont 
autre ehose que la plus petite et la plus grande valeur du premier terme 
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T,;, du reste R,; car ce terme est suivant (78.) 


k(k—a)(k— 2a).... k—nae) ArtıFx 

















2.5..0) ar 
et M et N en vertu de (121.) sont la plus petite et la plus grande va- 
Art ı F 
leur de —— <, done 
147 
k(k—a)(k—2e)....(k—ne) , 1 in ur 
190. M 2.3... .mt1) est la plus petite valeur de 7),;, et 
(k—oa)(k—2 a 
131. 0% ES u plus grande valeur de 7)... 


.(n1) 

II. Cela pose, si, dans la serie (78.), les quantitds F(c-+%) et 

F x avec les 2 + 1 premiers termes qui suivent Fr, r etant un nombre 
fini, ne sont ni imaginaires ni infinies, le reste R,, comme il a et@ remarcmıd 
(s. 21. II.) ne sera €galement ni imaginaire ni infini; donc les quantitds sous 
le signe A (127. et 128.) composees du reste R, et de son premier terme 
T,,+. (130. et 131.) seront des fonctions de & et k ni imaginaires ni infinies 
pour aucune valeur de leurs &el&mens. Done ces quantites seront parfaite- 
inent semblables ü la foncetion ® (x,k) supposce ($. 20.) et on pourra faire 


a) (k—20)....(k—ne) 


| kik— “. 
132. R—M EIRRTES) — @,(x,k) et 





— 2) (k—N20)....(k—ne) 
2.3....(nat1) 
IV. Donc, en vertu de ce qui a ete demontre ($. 20.), la valeur 


p, cH+k,0)—p,(X, k) 
k 


13. n,— nt 








— Q, (=, k). 





de la quantite sera toujours comprise entre la plus 


{ hl 
‚ et la quantite Plzrk, De Pal, Ki 








petite et la plus grande valeur de — ) 


. A (x, k 
entre la plus petite et la plus grande valeur de Te ), 





Mais nous avons vu ($. 21. III.) que R,, en y mettant e+% au 
lieu de x et O au lieu de k, se reduit ä zero. Il en est de meme des 
k(k—a)(k—2e)....(k—ne) t y* k—ea)\(k—2e)....(k—na 





quantites M 





3...(n+1) 2.3 Di , 
ces quantites ayant k pour facteur. Donc les quantites ®, „ k) et 9,(x, k), 
(132. 133), en y mettant z+% au lieu de x et O0 au lieu de }, se redui-- 


sent ä zero, et on a 9, (x +%k0)=0 et 9,(x-+4,0)=0. Par lä les 











Pr ‘ ) ‘ 3 ' N . . . 
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u (e+%,0)— op, (x, k) y,(c +, —op,(x, k ‚1. \ 
quantites I i z F et # + P, (a, K) se reduisent a 
(x. k\ fp,(a,k) 2 9 
BER n— et a, Done en vertu du theoreme ($. 20.), que nous 


p,(#, k) 


venons de citer, la quantite — sera comprise entre la plus petite 


A Y,(&, k) 9,(%, k) 
k 


«mp, (ae, k) 
k 


et la quantite — 


Ag,(z, k) 
& 





et la plus grande valeur de entre la plus 


ou bien — 





petite et la plus grande valeur de sera Com- 


prise entre la plus petite et la plus grande valeur de AQ,(x,k) et 


1740 f7? k) ® A \ 
Fe entre la plus petite et la plus grande valeur de AQ,(x, k). 





V. Mais les quantites AQ,(x,%k) et AQ,(x,k), comme le font voir 
(132. et 133.), ne sont autre chose que celles (127. et 128.). Ces dernieres 
uantites, comme le font voir les expressions (127. et 128.), ont la pro- 
priete de n’avoir, la premiere que des valeurs negatives, et la seconde 
que des valeurs positives. Donc aussi la plus petite et la plus grande va- 
leur de A®, (x,k) seront negatives en m@äme tems et la plus petite et 
la plus grande valeur de AP,(x,%k) positives toutes les deux. En appli- 
quant cette remarque au resultat (IV.) on en tire la conelusion que la 
ap, (x, k) 





quantite — ——— sera toujours nÖgative, c’est-a-dire <O et la quan- 
. , at (I, k ) . .,. % . . [4 
tite — A toujours positive, c’est-a-dire >0. Donc les quantites 


O,(x,k) et ®,(x,k) auront necessairement des signes differents, c’est- 
ä=dire, si lune est >O, lautre sera <O. 

Mais ces quantites, comme le font voir les expressions (132. 133.), 
ne sont autre chose que les differences entre le reste R, et la plus petite 
et la plus grande valeur de son premier terme. Donc la valeur du reste 
est comprise entre la plus petite et la plus grande valeur de son pre- 
mier terme. 

VI. On a supposd jusqu'ici que le nombre des termes qui prece- 
dent le reste est fini (TII.), mais en vertu des reflexions ($. 21. VI.) le 
resultat a lieu encore si möme le nombre des termes est infini; donc on 


a le theoreme suivant. 
Si dans la serie generale de Taylor (78.) les quantites F(r+k) et 
Fx et tous les termes de la serie qui suivent ne sont ni imaginaires 
ni infinis et vont en diminuant, la valeur du reste R, qui suit les 
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premiers termes apres Fr est comprise entre les valeurs de son pre- 


: K(k— a) (k—2a) ....(k—nae) ArtıFx 
mier terme 





correspondantes a la 





2.3....(nt1) Tai 
plus grande et a Ja plus petite valeur que peut avoir la quantite 
Arktı Fr a . . si : 
7 pour les diff@rentes valeurs de x depuis x jusquäü a +k. 


On voit que si dans linfini ces valeurs du premier terme du 
reste R, sont zero toutes les deux, le reste sera zero dgalement. 
Done dans ce cas la serie sera convergente. Si les deux valeurs 
du premier terme du reste dans Tinfini ne sont pas nulles mais finies 
ou infinies et de m&me signe, la serie sera divergente, 


VH. Puisque la demonstration de notre theorcme a lieu pour une 


valeur auelconque de x, et möme pour &=0, qui est le cas de la serie 


particuliere de Taylor sous la condition ($. 18. V1.), le theoreme s’ap- 


pliquera egalement a cette serie et il s@noncera dans ce cas comme sujf: 


Si dans la serie particuliere de Taylor (91.) les quantitös #(r + /;) 
et Fx et tous les termes de la serie qui suivent ne sont ni imapi- 
naires ni infinis et vont en diminuant, la valeur du reste Z, qui suit 
les 2 premiers termes apres L'x est comprise entre les valeurs de 


ri Er n, v - 
son premier terme — Ä OF F'x qui correspondent A la plus 
Dr PR -4- 1) 





erande et la plus petite valeur que peut avoir le coe@flieient diiTErentiel 


C# x pour les differentes valeurs de x depuis x jusqua c+4. 

Si dans Tinfini ces valeurs du premier terme du reste R, sont 
zero toutes les deux, le reste sera zero @galement et la serie sera 
convergente. Si les deux valeurs du premier terme du reste dans 
linfini ne sont pas zero mais finies ou infinies et de möme signe, la 
serie sera divergente. 


Le th&eor&me general que nous venons de d@montrer donne, comme 


on voit, dans le cas de la serie particuliere de Taylor le theor@me de 
Lagrange d@montr& plus simplement par Mr. Ampere a lendroit cite. 


Grelles Journal d. M. VIL Bd. 3. Lit. 30 
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IV. Application des formules gencrales de developpement 


aux puissances. 
24. 

Le secours de formules generales de developpement est ndcessaire 
pour Tevaluation des valeurs des puissances dans les cas oü la multiplica- 
tion et Vaddition ne suffisent pas seules a leur calcul immediat suivant les 
formules fondamentales. Mais ce sont towjours les &quations fondamen- 
tales d’ou il faut partir, m&me en faisant usage des formules de deve- 
loppement. 

Nous commencerons par une remardque preliminaire. 

Supposons la puissance 


13 “ zu? De 


il y aura trois quantites z, y et x, dont chacune depend des deux autres. 
U y aura done a caleuler 


| z par wet y, 
139. yparzetw, 
u par y etz, 
et puisque chaque el&ment peut &tre varie isol@ment, Y’autre etant regarde 
comme invariable, il y aura les six probl&mes suivans: 
1. et 2. calculer z par u et y en variant u et y, 


136.  £o9. et # calculer y par z et u en variant z et u, 


5. et 6, caleuler u par y et zen variant y etz. 


Mais ces six problemes, comme on le verra, peuvent &tre reduits 
a un seul quant au developpement, et les resultats des solutions des autres 
peuvent Ötre trouves par les @quations fondamentales seules sans nouveau 
developpement. 

Il sera naturel de choisir pour faire le d@eveloppement necessaire, le 
cas ou leflet de la variation de l’elöment regard& comme variable devient 
evident par les &quations fondamentales elles mämes. Ü’est celui ou 
l’exposant varie. Car la premiere quation fondamentale (3.) exprime 
immediatement la variation d'une puissance produite par celle de lexpo- 
sant. En ellet, en variant y de k dans zv, on a immediatement, en vertu 


de la premiere @quation fondamentale, ut’ = w.u‘. Done nous partirons 
de ce cas la, le second des cas (136.). 
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25. 
Supposons done 


137. 1 m z m Py 


u etant regard& comme invarijable et y seul comme variable. 
La variation de y &tant k, la serie generale de Taylor (78.) nous 
donne icı 











| n k u k(k— @) R k(k—a) (k— du 
138 Fy-+k) — Fy-+ = AFy -H u A?Fy -+ ( 3.0 A®Fy °o 
‚ k(k-a) (k-2@) ....(k-(n-Ne) , An, Mi (h- wu k-2a) .... (k-ne) ala h = 
ee Deu ii Di a u Si zu 


Le signe A veut dire que dans la quantit@ devant laquelle il est plack, 
Pelöment variable doit &tre vari@ de la quantit@ &, et qu’apres, la quantite 
primitive doit @tre d@duite du resultat. Done on a ii Aly d’est-ä-dire 
E(y+W)—IFy=u*— u’. Mais en vertu de la premiere @quation fon- 
damentale des puissances (3.) on a Wr = w.u“, done A Fy=u).u‘— u 
ou bien 


139. AFy = (u —1). 


De la on trouve 


Fy = (wt — WW) (w —1) = wW(w— 1) —1) = w (u —1)? 
D’Fy = (wre — uw) (w“—1) = ww —1) (u —1) = Wu — 1}, 
10. / 
. m . ® . v “ “ ® . . . . “ . » Fi 5 - = o 
ZrFy = (Wr — w) (we D—= (we — 1) w—It—= W (ur — 1)" 


donc en vertu de (138.) 


14. wrt = + (u 14 (u: —1)?.... 





k(k-a)(k-2e) ....(k-(n-1)e) 


Be‘ ; 





u (u—1) "+ 


ou bien, w** dtant = w.u* (3.), 


i Ben kK(k—ea) fu: —1\?, kk— a) (k— 2a) fu — 1\? 
42 v un Y . ( ) 0 5 RER: e =) .— Be SER (3 ER 
ee eine |1+4 Be > . 7 33 . 


k(k -a@)(K -2a). ..(k- (n-1)«) ut—1 k(k-a)(k-2ae) .... (8 rc) or e(ur—t) 
.+ — "= |+ ee „RT 


> A & An ch k 





k(k-a)(k-2a).....(k-ne) \ fr) 
ed ee 


Me SV x Be Be k 

















Mettons la serie que nous venons de trouver sous la forme suivante, 
sous laquelle elle est encore identiquement la möme chose. 
39 * 
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r y 
Re 1 rfk 
143. (ur) (u) = (u*)* 14% (w° tz (= 1): 1425 N 2)we1)?... 
1 R k k 
o— te) 2)... (Em) —1) | 
2. Icon & \a & 
y k 
1 kfk k k (ue)* (u) — 1) 
— m — na ni, A \n (u —_ 
dr wur & (- 1)(- 2)... a) A ( k ) 
® 


. AE. “ n) ” YV © 
et Ccerivons dans cette serie u au lieu deu“, y au lieu de — k au lieu 


k 
de —, nous aurons 
164 

















—1 k—1)(k— 
144. u) „U = w|1+r (a1) PB. — uf) Pr... a I —1)?. 
KIR—L)\(k—2).....(k—(n—1)) > Kk—1)(k-—2)....(kn) , > EN 
Tr 2.3..0n h 2 ie. k 


La transformation que nous venons de faire est evidemment prati- 
cable dans tous les cas ou lon donne une valeur finie a la quantitd ar- 
bitraire x, mais elle ne l’est pas dans le seul cas ou Fon veut que & soit 


Y k 
zero, car cette valeur de & donneroit dans (143.) v1, „ze x 


de sorte que lexpression (143.) seroit indefinie. Donc l’expression (144.) 
a lieu pour une valeur quelconque de &, exceptd la seule valeur zero. 
Done aussi cette serie est absolument aussi generale que celle (142.), ex- 
eepte le seul cas =0,. 


Si Ton fait „=0, on a, y° etant =1 (7.) 


15. !=1l+ku—1)+ a ET m au (u—1). ... 


K(kA)(k-2)....(k-(n—1)) kB) 2 (kN) | m () 
k 














a . 7 mar“ TE Be 


et sı lon suppose 
146. v=1-+x, 


k(k—1)(k—?) ,; 








rer 
147. A414 Aa EI Tr. 
KR) (2)... (kn-D) nd. „(etg=1) 














or Eu Fiir 
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ou bien encore, si pour abreger on veut se servir de la notation des 
coclhciens (79.), 


k \ p 3 ” , 2 A-+2)—1 
148. 14V =1+k,r tk, tk tk," HN) kun A” 2} 





Cest la la formule connue du binöme, mais dans la plus 
grande gencralit@; car les quantites u et k, ou bien x et k, peuvent ötre 
tout ce qu’on voudra, reelles ou imaginaires, ou möme infinies, le deve- 
loppement de la formule n’etant fond@ que sur des transformations iden- 
tiques qui ont lieu sans aucune condition. En m&me tems la formule 
(148.) presente Texpression du reste de la s£rie. 

Etant partis immediatement des @quations fondamentales et n’ayant 
fait que des transformations identiques, la formule du binöme a td trouvde 
seulement au moyen d’operations purement @l@mentaires et d’un seul coup, 
sans passer successivement des eas particuliers aux cas gencraux, comme 
a lordinaire, sans faire aucune supposition hypothetique, comme par. ex, 
celle de la forme de la serie, et sans le secours de Tidee des infiniment- 
petits ou des limites etc. 

Cela est important pour les @l&mens, et cette premiere application 
des formules gen@rales, posces solidement, pourra da faire sentir Tellet 
de cette methode generale qui est seule, ü ce qu'il semble, propre a la nature 
de lanalyse. On sait combien d’artifices il faut pour le developpement or- 
dinaire de la formule du binöme, pour lui. donner quelque generalite, et, que 
ncanmoins la demonstration n’en ne r@ussit pas rigoureusement dans tous 
les cas, par. ex. dans ceux des valeurs imaginaires de la base ou de l’expo- 
sant. La methode generale fait &vanouir toutes les diffieultes, sans d’autres 
moyens que les plus &l&mentaires. 

Si Ion n’aimoit pas ü mettre les developpemens generaux a Ta tete 
des elemens, comme cela deyroit ötre effectivement, on pourroit aussi de- 
montrer separement, et avec une rigueur egale, la formule du binöme, en 
imitant le developpement de la serie generale de Taylor pour ce cas 
particulier. On peut voir cela dans le petit m@moire insere dans le jour- 
nal des mathematiques sous le No. 25. tome 4. cahier 3. page 305. 


(La suite dans le cahier prochain.) 


— EEE 
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29, 
Umformung einer Reihe von sehr allgemeiner Form. 


(Von Herrn Prof. C, Gudermann in Cleve.) 





| r * . . ® ‘ » 
[is ist von Euler (in seinen /nstit. cale. dif.) eine Formel gegeben 


worden, wodurch sich in vielen Fällen Reihen summiren lassen. Wird 
nemlich 


I 2 3 
Dr = (ataex ax tax etc.) 
vesetzt, und ist 9x eine bekannte Function von x, so lälst sich die Reihe 


a G 
= (ay +ay xtaya® +ay &....teyx°’+ etc.) 
ut in 


2.4 z* Oyr =? 
= y.Pz FÄrY. =— T+AY.- . i>3r% Ay. .. 13737 etc. 


o"x 
und durch diesen Fan wird die ae Reihe s summirt, wenn 








die Reihe y, Y; Yy; y etc., als eine Hauptreihe betrachtet, endlich zu einer 
Dilferenzreihe mit gleichen Gliedern führt; im entgegengesetzten Falle ist 
die zweite Reihe für s nur als eine Umformung der gegebenen Reihe für s 
anzusehen. 

Es sei jetzt 


Ox =.aH+t ax + ax(<— Ar) +exr(xe—Ar)(r—2Ar).... 


„u. +ax(r—Ar)(e—2A2)....@—aAr+AR)+ete., 
oder nach der in meiner Theorie der Potenzial-Functionen gebrauchten 
Bezeichnungsart: 

& & 
Ox =Saualaz,Ax] 
und ©x wieder eine bekannte Function von x, dann lälst sich die Reihe 


s—=Sa.y.|x, Ax] in eine andere umformen auf folgende Art. 
Wenn wir die Dillerenz der ten Ordnung von 9x nehmen, so 
ıst nach bekannten Regeln: 


d-m 


A”rOx = Stel. a[lz,Ax]. A, 


Wird sie mit |e + mAxr, Ax | multiplicirt, und beachtet man, dafs 


&-m, 


I +-mAx,Ax F [2, Ar] = [x-+-mAz,Ax] ist, so findet man: 
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= Ze SIE — 


Ice +-mäÄx, u = S[a]-a[et+mAx, Az], 


oder auch: 





[#, Aa]. ZEEZPON = S[e].elr, Ar]. 


m’ m’ 
Wenn man noch auf beiden Seiten mit A”y multiplieirt, darauf m als 
veränderlich ansieht, und etwa ß für m setzt, so giebt die Summation: 
[74 


ie R Ayle— Ar s 
SAy.[s, Ax].- ir = 84.ale,Ar] 
p’ 





n pP ” n nr 
und hierin ist allgemein A=S[r]|.A”y, oder einfacher 4 = y; daher 
haben wir: 








Sa.yl, Aa] = say ZreZeon, [,Ar] = 


Setzen wir nun Ar=0, so verwandelt en die Facultät [x, Ax] in die 


“| c—aN: o . . 
Potenz x“ und das Diflerenzenverhältnils = u en 2) in das Differenzial- 
.. ® 0° PX u | . . 2. 
verhältnils 70 5 Gaher fällt unsere Formel in diesem besonderen Falle 








mit der von Euler gegebenen wieder zusammen. 
Da die ausgedehnte Anwendbarkeit der allgemeinen Formel am 
Tage liest, so ist es unnöthig, durch viele Beispiele die Wichtigkeit der- 


. . .. A u 
selben auseinander zu setzen, und wir beschränken uns daher auf eines. 




















Man soll die Reihe 
2 a (c—1) . x (e—1) (o— 2) x = —1\(r—2)(2—3) 
nu A ei BEE EEE EEE. 2 p ar FRREER PER RBB U SER ENGE BE 4 ? I, 
” rt? z(zs—1) F z(z—1) (z— „t# —1) (s—2)(2—8 a 
- . e " & . - 
die wir bezeichnen: s= (« . 52 ) ‚ summiren. Setzen wir zu dem Ende 
L:] 
Y [a] ® A - a rn ” r - n Mi Di» 
z—=S5-T, sit Ar=1uwunde=, ‘: femer y=w, Die Reihe für 
w [=] 5 
i:] 
®x lälst sich aber bekanntlich summiren, und es ist 
st1 er 
® ee + f \ i 7 | | 
Hieraus zieht man 
Aropx ae +1 
u. —= (s+1).[:—xr —e.]| = — 
z I 
[s—c+1 |] 


und wird die Reihe (0, 1°, 7, 3, 2...) als eine Hauptreihe betrachtet, 








: Ts , T 
308 29. Gudermann, Umformung einer Reihe. 


r-ü 


so ist das Anfangsglied ihrer aten Differenzreihe oder A'y=x'.”“f, und 
deswegen hat man: 





‘== Sf, rei, 
[x —x+1] 


oder auch 


ji +1). [x] 
ET es) Ben. cond. (&+ß=r). 
I:—-cH+1] 
Der gefundene Ausdruck ist also ein geschlossener und würde aus (r-+1) Glie- 
dern bestehen, wenn nicht das Glied für &=0 selbst Null wäre. Man 


hat auch noch 





z 1 : c N 
u BR. . (5 u ; . —_-:) cond. («+ß — r"). 
z—ıac+1 @ 
|z—x] 
Is bedarf kaum der Erinnerung, dafs die Summation nur dann eilt, 
wenn unter r eine positive ganze Zahl verstanden wird; x und s hinge- 
ven können willkürliche Zahlen sein. Da [—»][— x —e|=[:—r] 
ist, so hat man auch 
S + 1 PR 4; L - ” 3 ? 
[:—r+1] 
@ pr P 
Wenn r=0 it, siste=ß=0; [xr]=1, [.—x—el=1, "f=1W, 
uud man kommt also dann zurück aul: 





cond. (+? =r). 








_.s#l _L [2] 
= = 
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IV. 
Demonstrationes theorematum et solutiones problematum 
quorumdam a celeb. Hill Vol. 7. p. 102. hujus operis 
proposılorum. 


(Anct. Th. Clausen. Mun. ) 





T 
heor. 


n 2 
r 2. asınu ET En 
au (2° + 2axcosu-Fa*,?cos kun (arctang )) —_ I 7 £ 20 + 
“7 0 


tl Pxctacosu)) Beikanss 


pro r= numero integro positivo valet, existente x >. 








Quarto hujus operis volumine p. 281. formulis (1.) et (2.) hasce 
serierum infinitarum summas erui: 














m zsinp m Bi m.m=- “. .m-?2 . 
(1+2z cosg-+z?)? cosm . arctg ir: u —1+ Tzcosp+ — ——— z?cos?p+ 3 z3c0osIf +... 
a zsinp m m.m- «. ' m m-2 
1+2- cosp+z?)? sinm .arctig — —— z sine s? sin‘« —— 23 sind +... 
(Ir P+2?) 5 T+zcosg 1 Pr rt 2 rn 


unde statim sequitur: 





z 1 
(142: cosp+z)? cos (rg—m. arc se )=coorgt zeos(r-A)p +79? cos(r-2)y+.... 


«ae series in d@ multiplicata, et a 9=0 usque ad 9 =7 (semiperiphe- 
riam circuli) integrata, statim suppelditat: 


’ an zsinp m.m-1....n-r+1 
ar: cosy + =*)? cos (rg—m.arctang r dgo=zr —— z’ 
Jo 1+2cosY 


ommibus terminis praeter (r+ 1)'"" evanescentibus, serieque desuper post 
nd . . [0 > 
uosdam terminos convergente. Quodsi itaque ponatur s= —; P=u; 


m==n; theorema propositum sponte emergit. 











NIT 
ü . 2 2 m? * Be SE - 
10. Theor. Jurdz1og@in2) —= — n’mlog? ”), designante 
numerum integrum positivum vel negativum. 





*, Au expositione theorematis signum — omissum est. 
Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 4. Hft. 40 
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Habet:r loco s, m. 
EIER . — ‘% 7 oe / ’ 
log sinx =log2 + cos?r + zcos4xr + es0xr +... 
hine sequitur 
—/dxloesnz= x log?+1(sin?x Jr 4 E2e 
{ g; = x lg?2+3z(sin?2c-+ sin rzsinbrct.... 


n . 1 1 
un yr | a I ' ar 
[ax fd x logsin« = „ec log?2—4 (0082 + 55 00542 + 3700860 +....); 


inter limites vero praesceriptos k=0, a=nz, designante 2 numerum 


En 


integrum 


wi. 
— / dlog smx = nrlog! 
se" setgine = ine 
.. dx log sın « m lost. 
Cum vero sit: 


f?= dx log sn — ?2 x/dx log sin — 2 dj dx log sin, 
sponte sua valor integralis deliniti 
nn 
/« dx log(sinx)' = — n’n’log? 
demunat. 


16. Probl. Data functione f, invenire functionem ® ex ae- 


«uatione : 


(fx) dafs 
px - da 
Ponatur fx e duobus constare partibus Yet WY’x; quod si substi- 
tuatur in aequationem datam 
g(waetwx) _ dwywx ei‘ dw’ 
PX dx ! dx 


nn 

















suppeditat; inde facile conceluditur: 
Geba+Ya) = Olba) + od) 
atque hinc generaliter: 
Pbatvatlact.) = PH VI HLUD) HFe 
Cum vero quaelibet functio generaliter loquendo, in seriem infinitam 
arbxc tert... 
resolvi potest, nihil restat quam funcetionem ® pro valore fx = x" definire. 
Hoc valore in aequatiosnem datam substisuto, prodit: 


== mac" . 


pc” 


px 
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cui aequationi per aequationem 


satisfit. Unde coneludere possumus: 


14. Probl. 
1) 
2) 
3) 
4) 
9) 
6) 
7) 
8) 
9) 

10) 
11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 
23) 
24) 
25) 
26) 
27) 
28) 


Gl) = x 


dfx 


—_. 


da 


„Ex aequationibus linearibus: 


a N 
— u ar 
o [pe u 


1 
L. 


» 
„a 


DB BE BT a ET as a a a u ua 


> u a. 


iv 
1 


nl ui wie um We Dim uf ui 0 aim 
u m ,8 
— — er 
ur = 


DD 


IN 


oT Bro N Tee NT Erz 


N 
nn 
en 


Cı 7085 


Co — Cas 5 





0375 
C4 — 083 
6; — 033 
— (1; 
6; — 683 
— (125 
€&g — Ca15 


Coy— Ca; 


C2 — Cs + Ca 
C3 — Cı; + Bi 
;—Cct Ca 
6 —C5 + Ca 
CC — Cl; + Ca 
C — CC; #65 
Cs — Ca + Ca 
C—Cı tt Ca 
4 —cCı te; 
6 — Cu + E14 
6, —0, te, 


EC, — CC, -4- Cu — 


5 —C +6 


we ne 


we 


a. “wo 


we» 


— (2 tr 6%; 
— Cat 25 
— Co 95 


quanfitatumı © tot. quot fieri potest per reliquas definire. 





40° 
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Facile derivatur ex aequationibus 15) et 23), quatuordecimque prio- 
ribus aequatio 16), similique modo e 17) et 21) aequatio 20). 
6) et 12) concluditur 

29) nm Fo + %cs} Hm 5066 — FCıs 

in quas aequationes si substituantur 16) et 20), inveniuntur ope quatuor- 
decim prioribus aequationibus 18) et 22). Simili omnino modo 25) e 24) 
et 28), ohne 27) e 25) derivatur. Aequatio 26) denique per 15), 17), 
19), 21), 25) atıme 24) et 26) obtinetur. 

Aetquationes igitur hae sub reliquis contentae sunt: 16), 18), 20), 
22), 25), 26), 27). Restant ideo viginti et una aequationes, «uae si di- 


Porro e 


versae essent, saltem viginti et unam quantitatum c determinare liceret, 
octo ad libitum assumtis. Jam vero observo in aequationibus 15), 17), 
19), 21), 23), 24), 28), quindeeim tantummodo quantitatum c occurrere, 
eas scilicet, «quae indici impari gaudent. Quodsi itaque octo harum quan- 
titatum ad libitum assumantur, ita tamen ut nulla harum aequationum as- 
sumtioni repugnet; septem reliquae per septem aequationes modo nomina- 
tas determinari possunt, si modo nulla sub reliquis contenta est. Assu- 
mantur jam quantitates €,, Cs, Co, Ciy5 Cyry Caıy Cry Con’ tanquam cogni- 
tae; tunc per eliminationem prodit: 


3 = —31 +35 +39 — 303 + 367 — 301 — 505 + 230035 
= —31+35 +30 — 305 + 307 — Ela —%05 + 2003 
Bias BT 56 +39 — 505 + 2017 — 21 —$05 + 3605 
; = zZ ( 5 +30, . 
Co = 30, — 36 — Io + 303 —50; + #Cı + FC; — 2605 
(, = 31 — 365 — 0 + 303 — Cr + Ze + FC — 2003 
= 31 — 55 — 35 F+ 303 —3CHn + 26a tt 303 —3 069» 


Aequationes quatuordecim priores omnes quantitates c indice pari 
gaudentes suppeditant, simulac ceterae innotuere, scilicet nullo negotio c,, 
C5y Co» Cıas Cıos Ca, Co; deinde per aequationes 29) Cu; Ca; porro ex 
aequationibus 2), 4), 8), 14) invenitur: 

v=—70 + Ts cu + 48 Ca 15633 
cujus ope c, atque deinde facile cz, Ci, Ca; ©; determinantur., En hasce 
valores: 


6 = 2c, - 10295 
‚= —4c+!:c,+3%c ie ha 

“ 18 » ö 
C; _ — Ö Ci +3,44, — 60; +60; — ka — FC + 6en; 
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ss = —sca + N, +3 —4c,; + tc;- 
Co = 2c, 

= —Fı+r325 +70 — Cu + 356 
= —dba+3; +30 — ten tr FC 
= —8c, +4, +49 — &c,; + #61, 
Cs = 2Co 

ey, = R C; 

a = —tı, +:0, +, —2c; + ?2cı- 
= — 7ı+26 30 —3Cnt FC 
a = 20; — ch 
6, = 4a, — %0,— #0, 


Hoc itaque modo viginti et una quantitatum per reliquas octo de- 
terminatae sunt; cum vero non plures quam viginti et una aequationes 


solut. problem. qyuorumd. 


10 1 I “ 
— 7 C1— 303 + Ca; 


nn 


. 
. yn , 


16 ‚’) er 1? . 
—— 505} — ‚3695 + 2003 
1 


Bi 18 » A 
ee 709} nn; 5 Co; —- O0 Ca935 


— 40, —4c,-+ 80; 


—1)c, : 
— 506 ; 

— lc —$ı ‚+4: 5 
= 5 ans = O3 : ©93 
3 


+ # Ca + 503 Fer 404; 


diversae datae sunt, plures determinari ne«queunt. 


München, 15. April 1831. 











zu 
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31. 
Memoire sur la theorie des puissances, des fonetions 


angulaıres et des facultes analytiques, 
(Par l’editeur.) 


(Suite du m@moire No, 23, du cahier precedent. ) 





26. 
1 sagit maintenant de la convergence de la serie (142.). La re- 
cherche en est indispensable, car la serie, si elle dtoit divergente, ne seroit 
daucune utilite. 

I. A la place de la serie (142.), si pour le moment on veut laisser 
de eöte le cas &=0, on peut mettre la serie (144.) qui, y @tant suppose 
zero, donne la serie du binöme, et qui, comme nous l’avons remarque ci- 
dessus, fait fonction de la serie generale (142.) dans tous les cas, excepte 
le seul cas «=(. 

Done la recherche de la convergence de la serie gencrale se reduit 
dabord ü celle de la convergence de la serie (144.), le cs 2=U 
etant exceptiev. 

I. Supposons r@elles toutes les quantites qui entrent dans lexpres- 
sion (144.). Dans ce cas le theorecme de la convergence ($. 23. VL.) y 
sera applicable. 

ill. Suivant ce th@oreme la serie sera convergente si ses teriwes ne 
sont pas infinis, sils vont en decroissant et si du premier terme de son reste 


I. savoir du terme 





/ k(ik—N(k—?2) .... I ’ i 
19. Zn — - I w—ıy* 
2.3....(2+1) 
los valeurs qui eorrespondent “ la plus grande et ala plus petite valeur que 
peut avoir la quantite 
‚ tfy 
150. 


—_— — u (uv—1)" (140.) 


77 en ] 


&% 
pour des valeurs differentes de y depuis y jusqu’a y-+k, sont zero toutes 


1} 





les deux pour v=x. 

IV. Mais le facteur u’, puisquil est commun @ tous les termes 
te da serie (144.) a droite et a gauche, et puisque par cette raison il nin- 
n’entre pas en caleul. Don« 


v4 . 
ive pas sur Ja cenvergsence de la scrie, 




















Li 


ww. 


ur 
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la serie (144.), le facteur uw &tant mis de cöte, se r@duit a celle du bi- 
nöme proprement dite, savoir a 
\ ıı A ıh- k-: Ah -1) 
151. 41 u EN ya END) 
ou bien, 1-+x etant mis a la Fa: de z, ä celle ei 
K(k-1) „,KÜR-A)(R-2) , | Kk-1) (Ke2)....(K-(n-1)) 
) > . 





(u-1)"+R 








.+N 


52. (1+2)' =14ia + at APRIL, En —; —g"+R, 


A FR ER 








et dans tous les cas oü cette serie sera convergente, la serie (144.) le sera 
egalement, et m&me la serie generale (142.) le sera, le seul cas « — 0 
except@ pour cette derniere. 

V. La quantitd u? dtant ellfacde dans les expressions (149. et 150.), 
elles se r&duisent a 








k(k—1)(k—2)....(k—n) kK(ik—1)(k—2)....(k—n) | 
153. ze = _ u U 17 zum - 2 a 
u 2.3....(n +1) 2. Ice u 
ArtıF 
14. =7—I = at art, 


ar 
Puisquiei la quantit@ y, qui est la seule variable, n’entre pas dans (154.), 
on voit que les conditions de la convergence de la serie (151. ou bien 152.) 
se reduisent A ce que ses termes ne doivent pas Ötre infinis, qu'ils doivent 
aller en deeroissant et que 7),,, (153.) doit ötre zero pour n= x. 

VI On voit qu’aucun des 2 premiers termes de la serie (151.), ou 
de la serie (152.), 2 etant fini, n’est infini, les quantit@s qui y entrent 
etant supposces finies. Done la premiere des conditions de la convergence 
est remplie. Mais la seeconde condition, que les termes doivent aller en 
deeroissant, au moins vers linfini, sera satisfaite d’elle meme si le terme 
T,+ est zero pour 2= x. Donc la recherche de la serie (144.) se re- 
duit en derniere analyse ü celle de ce terme, et en vertu de ce qui a et 
dit plus haut, ii n’y a qua voir si 


15. 7 k kN u (k—R) _ en 


2.3... (2 +1) 
est zero pour 2=%, Ou non. 
\il. Äly a quatre cas. La quantite x peut etre ou zero, ou +1, 
ou >1, ou entre DO et 1. Les autres valeurs negatives de x rentrent dans 
celles-ci, parcequiil ne s’agit point du signe du terme 7... 





(153:) 


Premier cas, z=(). 
VII. Dans ec cas la formule (152.) doune I +0 = I et ıl 
n'existe point de serie. 
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Second eas, z=+H1l. 





IN. Si dans ce cas k= —1, l'expression (155.) donne 
„ ) 1.2.3 ....(2 #1) 
. pe = — 
da ur 723... F) +1 


et on voit que 7,2, west pas zero pour 2=x. Donc la serie (152.) 
qui exprime (1+1)” est divergente. 


A. SikA<—1, la valeur absolue de Z,,, (155.) est encore plus 


orande que 1. Done la serie (152.) en exprimant (1+1), k etant >1, 
est encore divergente. 


xl. Si A>—1, nous aurons la valeur de 7,,, pour n=x en 
appliquant a lexpression de cette quantit® (155.) cette autre en facultes 
(57.) savol 


u 
—) 





157. wre d,r1ry® x 
Pr 
qui a heu pour y=x. En ellet en mettant dans le numerateur de Z,,., 
u=k, e=—1l, y=nr-1 et dans le denominateur v=l,y=n-J1, 
=1,o0n3 
or „Urt u u 2 Be 





ce est=- = dıre 


158. Tarı 





x 1,+ 1) (n+1jH 
et cela donne 7,,., =) pour 2=x, k etant suppose >—1 ou bien 
-+1>0. 

Dapres cela la serie (152.) seroit toujours convergente ix=+1 et 
>> —1: mais il ya ici ä excepter le cas de 1—1), sik et >—1 et <0. 
Car dans ce cas l’autre condition de la convergence de la serie, quaucun 
terme ne doit ötre infini, n’est pas satisfaite, puisque dans ce cas (1—1)* est in- 
fini Iui m&me. Done lexpression de (1—1)" par la serie (152.) n'est conver- 
gente que dans le cas ou k>0; celle de (1—1)‘ lest toujours, k etant >—1. 

XH. Il y a encore les cas k=0. Dans ce cas la serie (152.) 
donne (1+x)"=1, Donc ona (1+1 =1. 


Troisieme cas, x>I1. 
XH. Supposons e=1-+-z, on a en vertu de (152.) 
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ie 2 (n+1)n(n-1) ,„ (n+1)n{n-1).... 1 








- art Kd Bi „+1 
159. t=(1+:z) I+n+1)2+ Z— 7° ne 3... at: 
(n+1) air, „1 


Cette serie, 2 etant un nombre entier, finit par le terme 





2.9 er we, 


car les coe@ffieiens de tous les termes suivants ont 2— 2 —=0 pour facteur 
et sont zero par cette raison, de sorte que la serie donne la valeur com- 
plete de (1+z)"t"=x"*. Mais tous les termes de la serie (159.) sont 
positifs, z ayant &td supposd positif; done la somme de la serie est plus 
grande que chacun de ses termes. Elle est done par ex. plus grande 


que le terme | 
(n+1)n(n—1)....‘ (n—(m—1)) , 


alias m 





160. 


Mais ce terme, m Ötant suppose un nombre fini, est evidement x, si l’on 
suppose 2—= x. Donc le second facteur de 7,,, savoir (I+:)"*, ou bien 
x, est une quantite infnie ı e>letn=x. 

XIV. Cela pose, soit en premier lien k=—1 ou k<—1, nous 


hd K(k—1)K—2). ...(K 
avons vu (IX. et X.) que dans ce cas le premier facteur —— en Gi) In 
- 


de 7',;, (155.) n'est pas nul; done 7',+, dans le cas u n'est pas zero 
pour 2= x, mais au contraire inlin. Done la serie (152.) est diver- 
vente si z->Il et k= ou <—I. 

XV. Soit en second heu A>—1. 





Ä 


En appliquant a Vexpression de 7, ,. (155.) celle (157.) on a 


gr 
ne | 3655; 3 mim 
comme le fait voir (158). Mais x"** ou bien (1+ 2)", comme on la 
(n+1)\n(n—1)....n—(m- 1) 


ee 





vu ci-dessus (XIII) est plus grand que 3" (160.), done 


ag an + Da)... (amd) 
er H>33 metirm‘ nie 





lei le nombre zz est fin. Mais il peut ötre suppose toujours plus grand 
que 7+1 et les facteurs 2 +1, 2,n—1, .... 2 —(m—-1) peuvent Ötre juges 
egaux entre eux si n=x. Done on a 7Z,1,>0 et meme & pour n=w. 
Donc la serie (152.) x etant >1, est divergente dans le cas k>— 1. 
Donc elle est toujours divergente si >1. 
XVF. I faut cependant excepter le cas k=0. Dans ce cas on 


a toyjours + x) =1. 
Crelle’s Journal 3. M. VII. Bd. 4. Mt. 41 
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Quatrieme cas, FEN et >0. 

1 
Fi (1+=)"+ 
ou z est positif. Puisque (1-+2)"* est infini pour 2 = © (XIII), le fac- 
teur x”* de (155.) sera zero dans le cas actuel pour n—=x. 
K(R-1)(k-2)....(k-n) 


I....(n +1) 


de (155.), comme nous l’avons vu ci-dessus (XI.), est &galement zero pour 
n=x, done 7,4, est zero si k>—1, et la serie (152.) est conver- 
gente dans ce cas. 


AIX. Dans le cas k=0 on a toujours (+) = 1. 


AX. Soit en second lieu k = 
e etant positif et au moins zero. Substituant e=1+zet k=—1—: 


XVII On peut supposer dans ce cas «= _—— ‚ de sorte que «= _—— 





XVII. Soit en premier lieu > —1, Vautre facteur 


= —1—:, 





dans (155.) on a 





-E er u Ra mtite 


[2 


» rt 
». 7, = 
tiy: 
m 


lei le lacteur — ze etant assez considerable, sera <1 quels que 





soient € et 3, puisque 25 pourra tonjours surpasser «. Les facteurs 


mt: 


qui suivent een seront encore plus petits et iront toujours en dimi- 


nuant. Mais d’apres la remarque (XIHE.) un produit d’un nombre infini 
de facteurs, chacun moindre que Yunite, est deja zero. Done le produit 
(163.) ou les facteurs sont < 1 et vont en diminuant le sera a plus forte 
raison, Si a=%®. Done 7,;, sera egalement zero dans le cas actuel et 
la serie (152.) sera convergente, 


bee} 


Elle sera done toujours convergente dans le quatrieme cas. 


XXI. En nous r@esumant, nous pourrons enoncer comme suit ce 
que nous venons de trouver sur la convergence de la serie du binöme 


un 1) k(k-1)(k-2) , kik-1)\(k-2). ... (k-(n-1)) 


16% AHayaltkrt at et 4 TER, 





Cette serie, x etant BR est conversente pour une valeur finie et 
reelle quelconque de Vexposant si > — let <-—+1i1 Sir=— I 
elle est convergente si k>o, etsie—=—+1, elle lest si k>— 1. 
Sik=0, ona (1+r)'=1 pour une valeur quelconque dex. La 
serie est divergente pour toute autre valeur reelle de x et k. 
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XXIf. La recherche de la convergence de la serie du binöme 
presentee dans le paragraphe present est celle qui a et@ annoncde dans 
le petit memoire cit@ au commencement de la note preliminaire du m(- 
inoire present, car, comme on la vu, nous avons opere immediatement 
sur lexpression generale du reste de la serie. Cette recherche est celle 
qui etoit destinde a ©tre exclusivement l'objet de ce memoire et qui lä 
occasionne, 

On peut voir d’ailleurs par la recherche du paragraphe present et 
par celle du memoire cite, combien la theorie ordinaire du binöme, quoi- 
que objet tres el@mentaire et trait@ souvent, est incomplete. M&me on 
trouve presente le theoreme du binöme sans la moindre notice sur la 
eonvergence de la serie qui elle m&me n'est pas d@montrde rigoureu- 
sement pour une valeur queleonque de l'exposant, et pourtant la serie n'est 
bonne ü rien dans les cas ou elle n'est pas convergente. 


27. 

Nous avons vu ($. 25.) que la serie (144.) embrasse de l’expres- 
sion generale d’une puissance developpde en serie (142.) tous les cas que 
presentent les differentes valeurs de la quantite arbitraire «, except£ le 
seul cas «—=0. Mais, comme il est aise de voir, on tire @galement la 
serie (144.) de celle (142.) en supposant = 1. Done tous les cas de 
lexpression (142.) auxquels donnent lieu les dilferentes valeurs de z, 
peuvent Ötre envisag‘s comme reduits a deux seulement, savoir au cas 
»—=1 et au cas &—=0. Le premier embrasse tous les cas correspondants 
aux differentes valeurs finies quelconques de «. Le second cas subsiste 
isol@öment. Nous avons fait dans le paragraphe precedent la recherche de 
la convergence de la serie geucrale (142.) dans le premier cas, ou elle 
se reduit a la serie (144.) et donne la formule du binöme. Al nous reste 
done ä faire cette recherche pour le cas «=0. Dans ce cas la scrie 
senerale (142.) nous donnera les quantites dites exponentielles et les 
losarithmes. Nous commencerons par le developpement m@me d’une 
puissance en serie, sous condition que la quantite arbitraire & du develop- 


. . A [4 
pement gencral des fonctions doit Etre supposce zero. 


I. Comme la serie particuliere de Taylor (91.) est consa- 

erde essentiellement au cas ot dans la serie gencrale de Taylor (78.) 

la quautit® & est zero, nous partivons de cette serie particuliere. En effet, 
41* 
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dans le developpement general de la serie (91.) on a eu dejä @gard aux 
conditions particulieres de son existence; et si, dans un cas d’apphieation, 
au lieu de partir de la serie partieulicre de Taylor (31.) on vouloit par- 
tir de la serie generale (78.), il faudroit qu’on repetät dans le develop- 
pement particulier ce quon a fait dans le developpement genfral. Or 
par cette raison il vaut mieux de se servir de la serie partieuliere (78.) 
dans les cas semblables au cas actuel. Cette serie, quoique n’etant quun 
cas particulier ‚de la serie generale (78.), est particulicrement propre aux 
cas ou dans la serie generale (78.) la quantite arbitraire @ doit Ötre sup- 
posee zero. 

II. Dans la serie particuliere de Taylor (91.) les quantites u 
A?Fy APFy 


>= 3 =: 2... de la serie generale se reduisent aux co6fhicients dil- 


a? ’ a’ 





ferentiels Ol'y, 0 Fy, OFy, 2... 


Dans le cas actuel d’une puissance zw’, on a 
AFy ut— 1 A?Fy u—1\? A°’Fy .[u— 1\? | 
— L- ( =. a, ur . eo - pe — u) ) 5) — u’ ’ .... (139. 144.) 


u” & 107 & 














De 
.* 
| 


\ 





) 
en 1; 


,’ 
165.  @ etant suppose partout egal a zero. 





| 
w 
Pr, 
-_ 
Ds 
-_ 
Rn 
u 








> 
- 
=) 
y 


(Fymu (= 


Ces expressions de EFy, O’Fy, .... etant substituces dans la serie 


) 


particuliere de Taylor (91.) elle nous donnera dans le cas actuel des 


puissances: 


I? 1 RE 2 I e__1 ; 
166. Ze wW+i —— u’ 7 =) u’  — =) SR 


k" w—lN\N” Kt /fw(uw—1) 
rn. —)u + | ( N 














ne & 


& etant suppos® zero. Cette serie, suivant les conditions de Vexistence de 


la serie particuliere de Taylor (91.) aura lieu, si aucun des cociheients 
differentiels © F’y, @Fy, „... (165.) n'est infini. 























des fonctions anzulwires et des facultes analytiques. $.27. form. 167, — 175. 32] 


III. Dans lexpression du co@fficient difTörentiel 


«_—1 
167. oFy = w(“ RN ) 


r 14 
qui represente tous les autres, le facteur w n'est pas infini si les quantites 
u et y ne le sont pas. Il ne s’agit done que de la valeur de Vautre factenr 





An { ” 
pour z=Vetnr=&. 


@ 
IV. En vertu de (147.) on a 


K[k—1) k(k—1)k—2) kk—1)...(k—(n-1)) _ 
168. (A+x)' = 140 + ——ı ®+ 5 3 eu — Baar 7% ware ER un OO 


2 —_— * 








De la on tire, k etant facteur commun de tous les termes A droite 


depuis celui kx Kaazz linfini 




















(1 _— er —1)\k—2 k—1) (k—2) k— 
169. =xr+4 za, 35 Ir, DU — u, . 
\ ai we )e 
(k—1 k—2) “u... (k— n—1 
© Mi ur; er Se )) aan CE, 
> Pe VO 
et en faisant k = 

Pre (+2) —1 1 
170. + = 2 —32”+32°— 2202 422°5....4—20R....%. 





V 


n 


Cette Equation peut Ötre BR sous les deux formes suivantes 














A+a)°-1 TC s | 
171. 570 2-x — (4- ee oo et 
7 0 2)+ 5 ; (4-32) - ) Tee lad nr). 
(1+r)°-1 oe? a®_ a° arm 
172 - —_: (3-2 — (5-42) — — (7-62). —— (n-(n-1)8)... 0% 
() “23 B 45“ 6.7° Hi (n-A)nY n-1) 


Si dans ces expressions .r est reel et >0O et <I tous les termes 
\ . . . . . m 
a droite dans la premiere expression seront positifs et tous les termes 
a droite de la seconde, excepte le premier terme r, seront ncegatils. 





41+-2)’—1 . | . 
Donc la valeur de + i sera necessairement >U et <.r, c’est-Aa=dire 
>0Iet<1, x etant suppose <1. Donc, z “tant mis au lieu de 1+x, on 


°—1 ; 
- est >0 et <I,sı u est >1 et <Y, 





trouve que la valeur de 


Mais la 2”“ puissance d’une auantite comprise entre O et 1, et qui 


A ,’ \ ” . 
pour cela peut @tre representee par ‚ ou z est >0, est, suivant ce qui 





1-+-: 
a et@ demontr“ ($. 26. XIM. et XVIL.) — 0 pour 2Z=x. Done on a ii 


u” — 1\” 2 
173. er =Vpour rn = x, u clan >i1 ei <?”. 
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V, Nous venons donc de trouver que des deux facteurs u et 





(«—)' du coefhicient differentiel ©"F’y (167.) le premier u’ n'est pas 





e — 1\” , 
infini et lautre ( ) ‚„ u etant >1 et <{2, ne Test pas non plus pour 


© —=(0 et pour aucune valeur de z, mais au contraire qu'il est zero pour 
n==. Donc les conditions de lexistence de la serie ( 166.) seront sa- 
tisfaites et la serie aura lieu d’abord pour toutes le valeurs de z entre 
1 et 2 et pour une valeur quelconque de k. 


VI. Mais on peut faire voir que la serie (166.) aura lieu @gale- 
ment pour une valeur queleonque reelle et positive de u. En ellet la 
serie (166.) ayant lieu pour une valeur quelconque de k, om peut Ecrire 


znk au lieu de k et zny au lieu de y ou m est tout ce qu’on voudra. La 
scrie subsistera encore et on aura 


uw —1 


212 0 2, 
k* ——f u. 
174. umy+mk — u” -mk = ) m\ +. (* z ) um ic. 


m” k" —, a ce ni KH, | ee “ni 
Be 0 ur. mi 3 


etant toujours entre 1 et 2. Cela a mettons @galement 77 7: au lieu 


de 4 dans la serie (145.) qui a lieu sans aucune condition, elle nous don- 
nera, u” dtant = (u”)* 




















VERS er 4 ” 
375: (unk—=1tmklu-i) ar mk-1) (1%... mk(ml ne — mk-(n Din 








De la on tire 








u} 


/ - 28 j 33 


sr . (mi- 2). e 
(rd | N ee a. mk-i -1\(mi-- 2) (1%. mk-1)(mk „(mk-(n D) u-1)? | 


et sı Von datt kA =0, 


m\O R 
m u — \ \2 
176. Mi Saat = m [um 3-1) +3u—1)’.. 4 


| 
= 
| 
va 
BE 
vummmere 


Mais la serie — elle m&me donne 


U 1 


— — 


Ak 


— N) k-2) 


AYr-9 le 
12 21 - tr 1)\k A (n 1)) u 


0 Me 











et pour A= 0 


A 3 D+FawN.. 2)... 


177 





0 ..- , / > — n \ J 
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done on a en vertu des deux expressions (176. et 177.) 


e” ( m’ » 1 ” ae 1 
178. u. u : 
() () 





On pourra donc mettre dans la serie (174.), qui a hieu indubitable- 


ur —1 . uw —1 
ment, —,— au lieu de m. ö 





‚„ et cela donne 





os m)O_ 1 1.2 m\O___1\ 2 Ay m ni nn 
179. mt _ um Lk ee um c3 (7) uch 33. L 3 ) u 


Mais u etant >1et<{2 et m arbitraire, la puissance u” peut avoir 
toute valeur reelle et positive qu’on voudra; donc en @cerivant simplement 
u au lieu de z” dans (179.), on aura 


180, ut? == u’-+- k (7) u’-+- & 5) .... + nn. 6; Wersse 


(0) A 


ou maintenant u a ume valeur quelconque reelle et positive. Donc la se- 
rie (166.) a lieu pour une valeur quelconque reelle et positive de z, pour 
une valeur quelconque r£elle de y et pour une valeur quelconque reelle 
ou imaginaire de k. 


28. 
Ayant trouv@ les conditions de l’existence de la serie (166. ou 
180.) il s'agit maintenant de sa convergence. 


I. Si Ion veut supposer rdelles toutes les quantites qui entrent 
dans la serie, le theoreme de la convergence ($. 23. VI.) y sera applicable. 


11. Suivant ce theoreme la serie sera convergente si ses termes 
ne sont pas infinis, sils vont en decroissant et si du premier terme de 
son reste R, savoir du terme 








n-+ı o__4\”+ 
131. 7, = k Te ") 


23..040 ug 


les valeurs qui correspondent ü la plus grande et a la plus petite valeur 
que peut avoir la quantite 


0 4\n+ı 
BIP. m u en: 
182. ty = u", 


pour les valeurs differentes dey depuis y jusquwüa y+ k sont zero toutes les 


deux pour 2=x. 
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If. Mais le facteur x’, puisquiil est commun A tous les termes 
de la serie (180.) ü droite et a gauche, et puisque par cette raison il 
ninflue pas sur la convergence de la serie, n’entre pas en caleul. Done 
la serie (180.), le facteur w ayant ete supprime, se reduit ä 


’ ur— I / Su s l; r uw—I\” 
185. u = | | hi ee az m — u .... .... 
ii | ” 0 ” 2 0 +33. N 9) 


et dans tous les cas ou cette serie est convergente, la serie (180.) le sera 





egalement. 


IV. La quantite u’ etant ellacee dans les expressions (181. et 182.) 


elles se reduisent 


jet? u — 1\rt 
184. Zu.= — | —— ei 
a RreRE Ö 


: ee ur — 1\”+ 
185. "ly= ( r 





Mais puisque la quantite y, qui est la seule variable, n’entre plus 
dans (185.), on voit que les conditions de la serie (183. ou bien 180.) se 
roduwisent “a ce que ses termes ne doivent pas etre infinis, qwils doivent 


aller en decroissant et que T,+, (184.) doit ötre zero pour 2= x. 


V. On voit quaucun des 2 premiers termes de la serie (185. ou 


. ’ n» P} s . » . . ’ . . 
150.). 2 etant fini, n'est pas infini: les quantites qui y entrent, savoir u et 


, r , » - 4 u — 
/;, etant supposees finies, car nous avons frouve que — est entre Vet 


. u” — 
i,nsıa est eutre Tl et}, et =m —95 pour une valeur quelconque po- 


sitve u” de u. Done la premiere des conditions de la convergence de la 
serie est satisfaite. Mais la seconde condition, que les termes doivent 
aller en deeroissant, au moins vers linfini, sera satisfaite d’elle m@me sı 
ie terme 7),,, est zero pour 2= 00. Donc la recherche de la serie (183. 
su bien 180.) se reduit en dernicre analyse a celle de ce terme, et il ny 
a qua voir si T,;, (18#.) est zero pour 2= x ou non. 


. “4 —1i . .,.,’, nn . 
VI. Comme zT est toujours une quantite finie, on peut supposer 


186. &. ee. SR 


ou A est im. Mar cela lexpression (184.) se reduit ü 
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zn 





137. Tatı _- ‘) ‘> 


et ii ne siagit que de voir si la valeur absolue de cette quantite est zero 
- u We » . 
ou non pour 2=%x, A etant une quantite fine queleonque. 


VII. Supposons la valeur absolue de A plus grande que le nom- 
bre entier x et plus petite que @ +1. Puis mettons 7,;, dans la forme 


/ } / / / 


8. Th = mn I I u 
138 . 2,3... ul u+2 u+3 nl 
2 . e A" 
On voit que dans cette expression le premier facteur ——— est 
er). ... It 
- = f . » /. .\ (4 F f} 
toujours une quantite finie. Le second facteur ——, N ayant et supposd 
+1’ | 


plus petit que a +1, est <1. Les autres facteurs qui suivent sont en- 
. q A ," A nu 7 
core plus petits. Done 7,;, n’est pas plus grand que — FT) de > .) j 


A ak .r... fi 








. 


n ri V. P ER. ä 
Mais —— etant <I1, cette quantite peut Ötre supposce = 


l 
u I+:? 
} 1 


ade ea 7 ' "nct NIC ‘ or \ £ Ru. DD nn \ FE : 
positif; done 7/,,, west pas plus grand que 2.3. kam Mais en 


\ 


Vu 5 est 





u [4 ’ [4 = fi > 7 , 1 , 
vertu de ce qui a et@ demontre ($. 26. XIV et X\IL) ALphr est zero 
Ä “ 


4 





.: MN » .,, , 
pour = x Done aussı Bien le facteur de cette quantite etant 


2 
fini, n'est pas plus grand que zero pour z=x. Üest-ä-dire 7, est 
zero pour 2=x, A, ou bien k et u, ayant des valeurs queleonques. 

3onc la serie (183.) ou bien celle (180.) est convergente dans 
tous les cas ou y et k ont des valeurs reelles quelconques et # une valeur 
reelle positive queleonque. 

29. 

Voyons ce que nous donne diailleurs la serie (183.) dont nous ve- 

nons d’examiner lexistence et la convergence. 


I. Nous avons vu ($. 27. IV.) que si u est entre 1 et 2, la quan- 


u? — (um) —1 uw —1 \ 


REN . 1 ‘ & 7 
tite —— est entre O et1, et ($. 27. V1. 178.) que gem m 
m peut re tout ce qu’on voudra. De la on voit qu’en donnant a 2 une 
. u —1 . (ur)? —1 
valeur convenable, on peut faire m.——=1. Donc aussı 


etre = 1 pour une valeur convenable de u”, ou bien de u, en derivant 














peut 


simplement u au lieu de u”. Soit e la valeur encore inconnue de z pour 
Grelle's Journal d. M. VII. Bd. 4. Oft. 42 
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— —1, la serie (183.) donne dans ee cas 
2 2 k* k” 

5, WE WE ME FEEE ZUR = 

139. e=1+4+7177373 eur WE 5: ag 





laquelle 





Par cette serie m&me on trouve sur le champ la valeur de e si l’on fait 
k —=1, savoir 








1 1 1 
10. e= 14144534373: = 37182818285 .... 
4 
Cest la valeur de u pour laquelle - „= 1, de sorte que 
oO 
9. —l=ı 
U 


if. Maintenant une puissance queleconque u’ peut etre exprimde 
egalement par toute autre racine v, si on Jui donne un exposant conve- 
nable. En eilet, soit 0” =u, on a 
a. zu a 7 
et si au lieu de v on met la quantite e (190.) et e=u, on a 
es zu ee. 


Sı lon donne une valeur determinde ä laracine d’une puissance, 
de sorte que l’exposant seul suflise pour exprimer la valeur de la puis- 
sance, on donne le nom de logarithme a lexposant et eelu de base 
a la racine. C'est la seule dillörence dans le sens des mots exposant 
et logarithme. La puissance elle möme s’appelle aussi logarithmande. 
Sı la base u est toujours la m@me pour une suite quelconque de loga- 
rithmandes, cette suite presente un systeme logarithmique, et la ra- 
eine commune aux puissances en est la base. Dans expression (192.) y 
est le logarithme du logarithmande 3 ayant z pour base, et en m&me tems ıny 
est le logarithme du m&me logarithmande s ayaut v pour base. Si les loga- 
rithmes d’un syst£me queleonque ont la quantit@ e (190.) pour base, d’est- 


A 
w—i 


a-dire la valeur de v qui donne — hen les appelle naturels ou 


hyperboliques. Les logarithmes sont ceux de Briggs, si leur base 
est le nombre 10. On voit que cela ne diflere pas de ce qui est en usage, 
! » \ . “ . . ; air .ıyy/ 
Mais meme par cette raison il &toit necessaire de F’enoncer, vu les dille- 





rences qu'oflre ee petite m&moire dans les autres parties. 








EEE 
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IV. Quant a la notation des logaritlimes, on les dösigne ordmai- 
rement par leur nom abrege log. Mais cette notation est Evidemment in- 
complete et vague toutes les fois que la base n'est pas determinde ıme 
fois pour toutes, de sorte quelle ne varie pas dans tout le cours du calcul. 
Comme le terme logarithme ne designe pas parfaitement la quantite 
qu’on a en vue sans lenonce de la base, parcequun nombre infini de 
logarithmes d’un m&me nombre est possible suivant les valeurs difl@rentes 
de la base, il est indispensablement necessaire d’@noncer encore la valeur 
de la base supposce. Cela pourra se faire commodement et convenable- 
ıient en mettant le signe de la base au dessus du mot log. par exemple 
en &erivant dans le cas (192.). 


2 
a, 


194. y=bo 


my —= los z, 


On peut meme fort bien supprimer le terme log et meüire seulement la 


base du cöte gauche du logarithmande et un peu plus haut, par ex. comme 
suit 


d 


199. y='", my='i 


ar cette derniere notation n'est gueres consacree a un autre objet et elle 
n'est pour ainsi dire qu’une abreviation de celle (194.). Je me sers ordi- 
nairement de cette notation abregee (195.); mais pour me rapprocher de 
Pusage ordinaire autant que lobjet paratt le permettre, je conserveral ici 
la notation (194.). Il est vrai que celle-ci west pas generalement en 
usage non plus: ordinairement on n’Cerit que le mot log. et dans les cas 
ou Fobsceurit@ devient trop erande, on €nonce additionnellement la base 
en mots. Mais cela n'est pas bien fait. Di est vrai qu’enfin il est pos- 
sible d’Cnoncer toute une formule algebrique par des mots au !ieu de signes. 
Mais le signes valent mieux, et comme on sait, möme une partie conside- 
rable de la force de lanalyse Ilui est donnce par lemploi de signes, moyen 
extrömement propre et efficace de combiner les conclusions et les theo- 
remes, dont la composition au moyen de mots seuls, sans le secours de sig- 
nes, ne seroit guere possible. Dans les cas ou il ne s’agit que d’une seule 
et m&me base, on peut sans doute se dispenser de l’eerire, comme, par 
ex. et par comparaison, il n’est pas besoin dans un calcul analytique 
ou mentre quune seule variable, d’eerire cette variable dans les coefh- 
ciens diff“ventiels. Dans ees eas la notation ordinaire suflit. Mais si plu- 


sieurs bascs entrent dans le calcul des logarithmes, il est necessaire de les 


[225 


» 
um 
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enoncer, et cela se fait plus convenablement au moyen des sienes quau 
moyen des mots. 


V. Si zs=w„=v"” on tire des @quations (194.) 


1%. losez = mlos: 
et dans le cas v=e et m=yu, c’est-ü-dire dans le cas s=u’=e“ (193.) 


€ ul 


197. logz = wulogz. 


— 1 


Puisque log exprime lexposant y möme dans "=z, on a dans 
lecas y=1, cest-a-dire s=u, 
198. logu=1 


done en vertu de (196. et 197.) 


Li 


199. logu=m et logu= u. 


Cela, etant substitu@ dans les m@mes equations (196. et 197.), donne 


200. logz = logz logu et logz = log: logu, 
ou bien 
4 7 l 
201. logs(W) = log(u’)logu et logz = log( )logu, 


ou bien encore 
=u2. los (W) = y log u et logz = ylogu. 


De (200.) on tire 


qT t 
’ " | . 
203. log z = log rue un iOU >. — 
log u log u 


Cela fait voir «que pour trouver le logarithme d’une quantit@e queleonque 
x, la base etant v, par celui de la m@öme quantit@e pour la base v ou e, 
s ) 
iln’y a qu'ü diviser ce dernier logariihme par celui de la nouvelle base, 
tirdE du systöme prec@dent des logarithmes, En partant des logarithmes 
o _ 1 
dits naturels, le multiplieateuer —— (203.) est le module du nouveau 
log u 
systeme, qui a u pour base. 
Si w est une nouvelle base, les &quations (202.) donnent log (u’) = 


u w 


ylogu et log (u)=ylogu, done 
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t 


low (u! FE loe u 
« / Eu) 
204, —_— ; 1, er 

log (u) low u 


et cela fait voir que les logarithmes d’une m&eme puissance queleongne 
tires des systömes difl@rents des logaritlimes, sont en raison des loganrith- 


ınes des bases v et w des deux systemes sans que lexposant y y entre. 


Vi. Silon suppose u = e”, e etant toujours la quantite (190.) on a 


€ € 
205. m = log(e") = logu. 


Mais u= e” donne u" = (e”)' =e”*,. Donc en vertu de (189.), en y met- 
tant nZ au lieu de #, 


(mk)* he ,3 ri (m k)" 


nn beitreten a FE 
2060. u' = 1-+mk-+ > .. ur 





14 
’ 


et puisque 2, comme nous venons de voir, peut Ötre exprime par log u 


207. "= 1+klgur+ ln IR Er en 





„= 


>) ol 


Km comparant cette formule ü lexpression de u" (183.) on voit que 


en en fi e 
208. en DR VE 6 
() R 


la dormule (178.) donne le m@me resultat en y faisant v=e. En ellfet 
er) N en 
( Mais © — —1 (191.) 





elle donne dans ce cas —— — n R 


16) U ( 
e-; | 5 ER. " ’ a 1 2 — 
= = ou bien —=m, et pusque m= log u (205.), _.- low u, 


comme (208.). 

On appelle series exponentielles les series semblables  celles 
(207. et 189.). Elles sont, comme il a &t€ demontr‘ plus haut, conver- 
gentes pour une valeur quelconque de # et u. 


VIL En mettaut 1+x au lieu de v dans (208.) on a 


e ( PP anime 
209. log(1+x) = 7 t 


et en vertu de (170.) 








€ 2 f \ ’ ’ 7 , 
210. gel+n)=r—;rtHir— It Lin... t—R..... 
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Cette serie, comme il a et© demontre ($. 27. IV.) est d’abord couvergente 
dans les cas ou x est >O et <1. Mais elle l’est dgalement si e<0 et 


€ 
1 5 i ’ . 2 ß > fi 4 . | 
>—I. Car six est negatil, la serie (210.) se reduit a log (1—r) = 
1 


- \ > [4 
Bun (x +30" +30’ +12%....+ —U see .) ou maintenant x est regarde 


comme positil. La ag absolue du reste R, de cette serie qui suit le 


1 gu 1 i u 
terme — x”, savoir R,= = (1 +a De ;r=% fer ... .) est evidemment 
gar 1 


plus grande que zero et plus petite que - ltete In 1 . 


nt 3 








Gette seconde limite de la valeur a reste A, est @galement zero pour 
a=x si e<l. Done R, est zero pour 2=&x et la serie est conver- 
gente Egalement dans le cas e<{0 et >— 1. Donc elle est convergente 
si x tombe entre —1 et +1. 








A n log u 
Puisqu en vertu de (205.) pour toute autre base v, logu = —— ona 
log v 
: . Re 
4 gr 3er ee Mer. 
) [1 
211. log (1 +1 = . . 
log v 


On sait que les series peu convergentes (210.) et (211.) qui donnent le 
iogarithme de 1 + x peuvent &tre rendues plus convergentes de dille- 


rentes manieres: mais nous ne Nous Y arreterons pas. 


30. 
7? . dd % . , B . y ”’ [4 
Vans ce qui preeede la quantit@ s de expression u’ =z a ete ex- 
primee par y et u de deux manieres difl@rentes, savoir par les series 
(145. et 207.). Ges deux series difl@rentes, exprimant une seule et meme 
quantite, viennent des deux valeurs 2=1 et 2=0 que peut avoır la 


quantite arbitraire & dans le developpement gene ‘ral des fonctions (78.). 


Oo 
De plus la quantit@ y de TVexpression W—=z a dte exprimee en z et: 
par la serie (211.) » etant le logarithme de x pour la base u. Dans la 
serie (211) 1-+x et v prennent la place de z et z. Done, des trois 
problemes (135.) qui se presentent dans le developpement des puissances, 


il ne reste que le troisieme, savoir d’exprimer, u par y etz. Mais la 


solution de ce probleme n'exige pas de nouveau developpement. Deu’ =: 
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on tire PRRERN, (i0.), de sorte «que u peut etre exprime en zety au 
moyen des series (145. et 207.). 

ii y a encore ü remarquer que les expressions des puissances que 
nous venons de presenter n’en donnent quiune seule valeur. Pour avoir 
les autres, sil yen a, il ny a suivant ($. 9.) qua multiplier les ex- 
pressions par la puissance de Funit® qui a le m&me exposant. 

Maintenant nous venons aux fonetions angulaires qui parti=- 
culierement se rapportent aux puissances ü exposans imaginaires. 
Nous en donnerons le developpement en faisant voir en möme tems qwil 
peut &tre exdcutd A Faide du developpement general seul sans avoir re- 
cours aux considerations geometriques ni a d’autres considerations tran- 


geres a l'objet. 


V. Application de la serie generale de developpement 
aux lonctions angulaires. 
31. 

I n’y a d’autre condition de Vexistence de la serie particu- 
liere de Taylor (91.) que celle quiaucın des co@ffieiens differentiels 
qui y entrent ne doit Etre infini; la quantite k de layuelle varie la variable 
x peut Ötre tout ce qu’on voudra, reelle ou imaginaire, ou m&me infinie 
(a voir $.18.). Done aussi les series que donne la scrie partieuliere de 
Taylor, si on Tapplique aux puissances, par ex. les series (145. 180. 
189.) auront eu pour une valeur queleonque de k, reelle ou imaginaire 
(a voir 8.27. VI.). Ce n'est pas Vexistence des series, c’est le theoreme 
general ($. 21.) de la convergenee des series tirees du d@veloppement 
general, qui exige que toutes les quantitds qui entrent Jans ces series 
soient reclles, si lon en veut juger la convergence, 

Done par ex. la serie (189.) a lieu pour une valeur quelconque 
de k, mme imaginaire et infinie, et silonfat k= ray —l=+ix, y—I 
tant suppose = 7, on a gendralement 


a B t „en 
22. tt —_1—ı ud x : 











p) rn W 4 en DE, 7 
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pour une valeur queleonque de x. Mais le th@or&me de la convergence 
($.21.) ne peut Ötre applique ü cette serie, puisqwil exige la realite de 
toutes les quantites. 

La serie (212.) n'est pas d’ailleurs moins generale que si au lieu de ka 
base e du systöme de logarithmes naturels on met une quantite quelcon- 


c 


que z, comme dans (207.), car u'* etant = e*”* si u=e",iinya 
qua Cerire 2x au lieu de x pour avoir egalement l’expression de u*' 
par la voie de la serie (212.). 
32. 
il siagit maintenant de chercher les proprietes de lexpression (212.). 
1. Designons la partie reelle de cette expression par cosx et la 


» [2 - u u . 4 
partie 1magınaıre par 2sınz, de sorte que 














..: m. . x 4 —. RB 
u. a u RE a . MIET Wein y . r i Ion... m COSA 
he a 7.3....On— 9) t Han 
14. slı_ ei £ +  ) IR 
“id. I —— euechluissniet achnbelsgetptebeitseninnn. u 2 a ER Are u —— Ile, =Ssmz. 
3 2.3.4.0 ee d ö 2 .... Rn 1)/ in j 


Nous invitons le lecteur a vouloir bien mettre ici a cote les idees 
du cercle et des lignes geometriques quon a coutume d’attacher aux mots 
cos et sin. Nous aurions choisi quelques autres signes pour les valeurs 
de series (215. et 214.) si on avoit eu a craindre qu’on ne fit pas atten- 
tion a Vinvitation que nous venons de faire. Il ne s’agit ici que des ex- 
pressions purement analytiques, et si ces expressions donnent en mä&me 
icons les valeurs de certaines quantites geometriques, c'est a la geome- 
trie et non pas “a Fanalyse de faire voir cela. Nous sommes absolument 
indillörents a ce que signifient les series (213. et 214.) en geometrie. 
seroit evidemment contraire a une bowme methode de meler la geom£trie ü 
analyse. La geometrie peut avoir besoin de lanalyse, mais elle ne peut 
jamais la precöder ni s’y meler. 


ii. La somme de deux termes conseeutifs de la serie (213.) est 


»»4; 


Be 
713 De en 6. — f +: \.. 172) 
215. DIET | „(en 1) (2n 2) X 





et la somme de deux termes cons£cutifs de la serie (214.) 


216. + 2“ __(QR +9 (2a+3)— 22). 





u 7% FR (2n +3) 
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Puisque x a et suppose reel, x° et toujours positif, comme n. 
Donc le facteur (Ir +1)(?2+29)— x” de l’expression (215.) est positif 
si 22 +-1=0ou>r, et le facteur (!r +2) Qr +3)— x” de l’expression 
(216.) lest ss 22 +2= ou >x. Donc dans ces cas la somme de deux 
termes consdceutifs dans les deux series (213. et 214.) prend le signe de 
son premier terme. Mais les termes des series (213. et 214.) ont alter- 
nativement les m&@mes signes et les exposans de x vont en croissant; donc 
tous les couples de termes qui suvent ceux (215. et iR ont les mı&mes 


sirnes. Done aussi la somme de tous les termes des celui dans (213.) 


En 
dans (214.), x tant respeetivement = ou < In-+1 


ent 





et des celu - 


2.3... (2n+1) 
et = ou<{?2n+?2, ont les m&@mes signes que ces premiers termes eux- 
mömes. Üest-ä-dire les restes des series (213. et 214.) R,,_, et A,, 

ont les m@mes signes que leurs premiers termes des 2?r +1 = ou >x 


dans (213.) et des 22 +2 = ou >x dans (214.) 


IH. Done si lon continue les series jusqu’a quelgque terme positif 


. . ’ 
dont un anee soit assez eleve pour donner Zr +1= ou >xr dans la 
premiere et 2r4-?= ou >x dans la seconde, les sommes de ces par- 


ties des series seront necessairement plus petites que les sommes des 
series prises dans toute leur etendue, les restes etant positifs. Mais 
si on rdunit encore les premiers termes des restes aux sommes des par- 
ties detachdes des series, de sorte que maintenant les premiers termes des 
restes soient negatifs, les signes des termes allant toujsurs en alternant, 
les sommes des parties detachdes des series seront necessairement plus 
grandes que celles des series entieres, les nouveaux restes dtant negatifs. 


Si au contraire on continue d’abord les series jusqu'a quelque terme 
’ .£ . (4 [4 ‘ ’ Su 

negatil d’un exposant assez cleve pour donner 22 +1 = ou >x dans 
la premiere et 22—-2= ou >x dans la seconde, les sommes de ces 
parties des series seront, par des raisons semblables, plus grandes que 
!es sommes des series prises dans toute leur etendue, et plus petites si 
, [4 . . ! . 
on reunit encore aux parties detachdes des series les premiers termes 
des restes. 


Donc les sommes des series (213. et 214.) seront comprises dans 
tous les cas entre celles des termes qui precedent les restes R,._, et K,, 


’ 


v @tant respectivement = ou <Ir-+t1 et = ou <Ir-+ 2, et celles ds 
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uw zu 


m@mes termes reunis aux premiers termes des restes. Done zero et les 
valeurs des premiers termes des restes seront des limites pour les 


valeurs des restes, d’est-a- dire 





a1: u a 
217. R,,., dans (213.) sera entre O et u 22-1 etant = ou >r, et 
„rt 





218. A... dans (214.) sera entre Vet +; 3. (nt? In+2 etant = ou> .r. 


Les valeurs des restes des series (213. et 214.) seront done comprises 
entre celles des valeurs de leurs premiers termes qui correspondent aux 
plus grandes et plus petites valeurs de x depuis zero jusqua x. Done 
le theor&me general sur la convergence des series a lieu @galement ici. 
ya arzt 

R et t5F MmFi 
de ce qui a ete demontre ($. 28. VI.), seront zero; donc dans ce cas les 








IV. Sins les quantites + - ‚en vertu 


Per 
limites des valeurs des restes (217. et 218.) sont zero toutes les deux. 
Done les restes eux mömes seront nuls. Et puisque 22 +1 et 2r + 
peuvent ctre toujours plus grands que x, quelque grande que soit cette 
quantitö, on voit que les series (213. et 214.) seront toujours convergen- 


tes pour une valeur quelconque de x. 


V. Sir<tlou=1, les expressions des restes (217. 218.) seront 
deja applicables aux series (215. 214.) des leurs premiers termes, puis- 
que dans ce cas 2r +1 et 2a +2=0ou>r meme pour 2=0. Elles le 
seront a plus forte raison si des series on prend plus d’un terme. Done, 


14 (4 L 
x etant suppose = 1, on trouve que 
219. cos1 est entre LetO, entre leti—3=;3, entre l-3=3etl—3+ „= = 32 elr. 
“ey 2 \ > 7») a) ii > ro I — “> 
220. sinil entre Det 1, entre Let f-;',=%, entre 1-1 =3jet 13; 192 etc. 


VI. Les expressions (217. et 218.) des limites des restes des series 
(213. et 214.) font voir a Ja verit@ que ces limites varient suivant la loi 
de continuit€e avee x en meme tems; mais il n'est pas demontrd par 
la que les restes eux-memes varient suvant cette meme loi; et en- 
eore moins que tandis que par ex. x augmente, les restes augmen- 
tent @egalement; il se pourroit au eontraire quiils allassent alternativement 


en eroissant et en diminuant. En eflet il seroit possible que laugmen- 


. . [4 . A . 
tation des termes dont les signes sont egaux l’emportät alternativement 
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x . (4 - 
sur celle des termes a signes opposes. Hl neus importe, comme on le 
verra par la suite, de decider cette question. 


Si A exprime un nombre fractionnaire ou irrationnel quelconque, 
positif et plus petit que x, deux valeurs successives de x, si cette quantite 
va en augmentant, pourront Ötre representces par Ax et x. Cela pose, la 
variation de la somme de deux termes consccutils de la serie (213.) sera 











fi a» y n  ttibche „zn 

a ve On ) 
n? 6) 

222 nd (Ant 2r +91 — 2”) — x? 1-2") 


2.3... (2a +2)‘ 
“ „oe 
et celle de la somme de deux termes consceutifs de la serie (214.) 


er tı ent 3 











"27 Ic” en#3 
33) — WERE na War 1—4 | 
Ka un. 1 — 7 : ) F , ; P 
’ 3.3.... Qa+1) 2.3....(2n 43)‘ 
art r „ann 
= AR +YAR +) ar). 


2.3....(2n—+5) 
Supposons dans (221.) 1-1” <<k(1— X”). Cela donne 1A” A”(i— X) 


<AA—X”) et en divisant par 1— X”, comme cela est permis, 1—A” 


etant positif, 1 Helm, ou bien 


.?n 


223. 142” A u <k 
ETW ET 


Faisons semblablement 1— A” <k,(1—X”t) dans (222.). LCela donne 
L— at ar) <hAll—r) et en divisant par 1—X”*, 








zr+ı 1—4 
+ a”t m"; <#,, ou bien 
224. 142” 2 au m hu 
1+2+2%....+R 


Puisque A est positif et <1, A?" et A”"+ sont <1, et 14 est <I+A+R....+1”"" 
<I-+A-+R.... +2”; donc les sommes des termes a gauche dans (225. et 
>24.) seront moindres que 2 et on satisfera aux expressions (223. et 224.) 
pour toutes les valeurs possibles de A et pour toutes les valeurs que peut 
avoir 7 depuis 1 jusqu’a ©, en supposant k et 4,=?2. Done on aura 
toujours 

u ı 4.29 alte”) 


yiys® 2n+3 ar en 
u 1 PL) 


45 * 
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Cela fait voir que dans (221.) 

227. (2n+1)(2r +2) 1-2) — a’ (1) > f(2r +1)(2n +2) — 22°]1— 2°”) 
et dans (222. 
228. (2n--2) (2r 435) ( EEE e — 1-2 (2n +2) (In-+-3) — 2x°] IE 

Supposons e<{r-+-1 dans (227.) on ana Zr’ <2Im” An), 
done (?r+1)(?r +2) etant =4n? +62 +2, Ar HN) Ina +9) —2x°>0 
pour toutes les valeurs de 2 depuis I jusqu'äa linfini. 

Supposons z=ou <{2-+1 dans (228.), on aura 2x = ou<In’+4r +), 
done (rn +2) In +3) etant = 4n’+10r +6, (?r + (Ar +3) — 2x >0 
pour toutes les valeurs de 2 depuis 0 jusqu’ä Vinfini. 

Mais 1— x” dans (227.) et 1—xX”t' dans (228.) sont @galement 
toujours >0. Done dans (227. et 228.) les quantit?s a droite, et a plus 
forte raison celles a gauche, seront toujours positives, sauf les condi- 


tions Enoncces par les valeurs de x et 2. Mais ces quantitds sont les fac- 


gen gzrtı P r 
teurs de ——— t — dans les expressions des varıa- 


2.3....(@n+2) © 2,3....(2n+3) 


tions de la somme de deux termes consecutifs des series (213. 214) pre- 








sentees (221. 222.). Done ces variations auront necessairement les mc- 
pen acartı 


” u 4 Dr 
mes sienes que les quantites ——-—— et — 
o i 4 2.I....'2r +2) 2.3....(2r + 








zz, Mu bien 


que les premiers des deux termes choisis. Et puisquiil en est de m@me, et 
guccessivement toujours a plus forte raison, de tous les couples de termes 
qui suivent, et que les premiers termes de ce eouples ont tous les me@mes 
signes, on voit que les sommes des variations de tous les termes des sc- 
ries, dös les premiers termes des restes, auront les m@mes signes que ces pre- 
miers termes eux memes, cd’est-a-dire que les variatious des restes des 
series auront les m&mes signes que celles de leurs premiers termes. 
Donc les valeurs absolues des restes des series augmentent suivant la loi 
de eontinuite si les valeurs absolues de leurs premiers termes vont en crois- 
sant, et elles diminuent si les premiers termes vont en diminuant, sous 
eondition que dans (213.) x soit 2 let dans (214.) x = ou <n-!. 
Sous cette condition le theoreme aura lieu respectivement pour toutes les 
valeurs de z depuis 1 et depuis © jusqu’a Tinfini. 


VII Sixest <ou=1ona a<n-+1pourr= 1. Donc le theo- 
\ v Pr " “ \ P} 
reme (V1.) sera applicable dans ce eas aux deux series des leurs premiers 
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termes. On voit done que la diminution de eosx va en croissant avec 


cc? 


x en möme tems depuis e=0 jusqua x = 1, le second terme —— de la 


serie (213.) &tant negatif. Donc si x augmente depuis O0 jusqu’ä 1, le 
cosinus diminue depuis 1 jusqu’a une certaine quantitd qui suivant (219.) 
est entre 3 et33. Le sinus va en croissant avec x en m&me tems, son pre- 
mier terme (tant positif. Six augmente depuis O jusqn’a 1, le sinus 
augmente depuis O jusqu’ä une certaine quantite qui suivant (220.) est entre 
2 et 131. D’ailleurs les variations du cosinus et du sinus, dont il s’agit, 
ont lieu en möme tems avec celles de x, suivant la loi de continuite. 
33. 

Ayant trouv@ les proprietes prineipales des series (213. et 214.): 
voyons ce qu’on en peut tirer d’ailleurs. 

I. En premier lieu il y a a observer que, puisque les series (213. 
et 214.) ne donnent qu’une seule valeur de la quantit@ e** (212.), il faut 
pour avoir les autres valeurs, multiplier par 1*'“ les quantites a droite dans 
(212.). De lä on tire les expressions completes de e*'* savoir 

229. et“ — 1F* (cosc +isinz), 

230. ee” = 1” (coosr—isinz). 

fl. En multipliant ces expressions Tune par l’autre, on a 
231. 1= cosx?’+ sınc“. 

Puisque les quantites cosx et sina=, comme le font voir les expressions 
(213. et 214.), sont toujeurs reelles, de sorte que leurs quarreds ne peu- 
vent Öfre ndgatils pour aucune valeur de x, Tequation (231.) fait voir 
que mi c05x” ni sinx” ne peut etre plus grand que 1, c’est-a-dire que 
toutes les valeurs possibles de cosx et celles de sinx sont comprises 
entre -1 et —1 

Ill. En multipliant les equations (229. et 230.) pr "= 

1°” (cosyFisin y) elles donnent 
232, FT te [cos cosy ticosysin® Fisinycosx-+sinxsioy], 
et en y mettant c—y au lieu de x, 
233, HUN RN cos (ey) Hisin(e—y)l. 


En egalant les deux expressions de e*'” (232, et 233.) ow a 


234.  coswcosy + sin @siny ti(cosysine—sinycosx) = cos (x—y)+isin (xy), 
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et puisque les parties reelles et les parties imaginaires doivent Ötre zero 


separement, 


l 


235. cos(r—.y) c08S X C0Sy + sinx siny, 


236. sin (ae —y) = sinx c008y — 008x siny. 





IV. Faisons changer mutuellement de place les quantitdcs x et r 


dans (255. et 256.) on aura 


cos (y—x) = 005y 0c08sxr + siny sin, 


| 


sin (y— x) = sin y C0Sx — cosysinx. 


En comparant ces expressions avec celles (235. et 236.) on voit que 





cos ('vy— x) = cos(r—y) et sin(y—x)= —sın (@—Yy) ou bien, en ecri- 
vant x au lieu de x —y, 

237. cos(—x) = cos(+r), 

2358. sn (—r) = —sın(+ re). 


V. Mettant —y au lieu de -Fy dans (235. et 236.), ces expres- 
sıons donnent 
cos(a +7) = COEE €08 -y)+sinx sin (—r) 
sin(c-+Y) = sinz cos(—y)— cosz sin (—Y) 
et en vertu de (237. 258.) 


= 


t 


.- 


| 


. cos(e-+Yy) c0S. X C08y — sinxrsiny, 
240. sin(e-+-yY) = sinz cosy + cosz siny. 
Yl. En mettant e=y dans (235. et 236.) on a 


cos) = cosr’ +sınz et sml =0, 


et en vertu de (231.} 
241. cosO =|, 


222. smV=%(. 
VYli. En mettant e=y dans (239. et 240.) on a 
243.  cos)x = cosa’— sın r?, 


244. sin ?x = ?sın r cos.x. 


VI. Comme en vertu de theor&eme /($. 32. V1. VTL.) (c’est ıcı que 
nous avons besoin de ce theor&me) dans le cas ou x va en augmentant 
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depuis 0 jusqu’ä 1, cosxz diminue suivant la loi de la continuite 
depuis 1 jusqu’a une certaine quantit@ entre >= 0,5 et 43 = 0,5416 ...., 
est sinx augmente semblablement depuis O jusquü une certaine quantite 
comprise entre $= 0,8333 .... et 725 = 0,84166 ...., il y aura necessai- 
rement une valeur reelle de x entre O et 3 pour laquelle sinx est egal 
a cosx. En effet si x est zero, cosx est plus grand que sin, savoir 
cosr—=1 et snxe=0, et si z—=1, cosr est plus petit que sinxr, savoir 
cosx entre 0,5 et 0,5416 ..... et snxz entre 0,8333 .... et 0,54166.... 
done puisque cosxz peut avoir toutes les valeurs possibles depuis 
1 jusqu'a une certaine valeur entre 0,5 et 0,5416 .... et sinx toutes les 
valeurs possibles depuis O jusqu’a une certaine valeur entre 0,8333 »..» 
et 0,84166..... pendant que x prend egalement toutes les valeurs 
possibles entre O0 et 1, il y aura necessairement quelque valeur de x 
entre O et 1 qui domne cosx = sin. 

Desingnons par 4” la valeur encore inconnue de x, pour laquelle 
sinx = c08Sr, on aura en vertu de (231.) 1 = sın. x’ + sin x® = sin’, done 


en vertu des @quations (243. 244.) 


245. cos}3r —=(), 
246. anls = 1. 
En substituant (245. et 246.) dans (243. et 244.) on aura 
2497. co —=0d—il= —i 


248. suz = 20.1=0. 
En mettant 2 =# ety=zr dans (259. et 240.) on aura en vertu de 
(245. ....» 248.) 
249. cosin = coszcosir— sinzsinin = (0), 


250. sinir = sinzcosir-tcoszsinin = —1. 


En mettant e=r dans (243. 244.), on a en vertu de (247. 248.) 
25l. cos?2rz =1, 
252. sn?z=0, 

Puis mettant „=? dans (239. 240.) on aura en vertu de (251. 252.) 


253. cost a) = cos cosIr— sin sin? = cosıx el 


2354. sin 27 +2) = sin x cos?r-+cosx sin? = sin x. 
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De lü on tire entre autres, n etant un nombre entier quelconque, 


255. cos?” 


—— 


cos4r = c0867... = cosInr —=1, 


256. sndr sn4r = sın67 ... 


| 


sın?2% = 0, 


257.  cos(!nxc-+ x) COS X, 


258. sn Irxc+x) = sinr. 


Les expressions analogues pour les valeurs negatives de x et y 

se trouvent a laide des @quations (237. et 238.). 
34. 

Les expressions prösentces dans le paragraphe preeddent oflrent 
comme on voit les prineipales formules trigonometriques ou plutöt go- 
niometriques, desquelles on tire sans diffieulte les autres de ce genre, 

Les formules ($. 33.1. jusqu’a YH.) ont te tirdes seulement de 
deux expressions (229. et 230.) et en demontrant ces dernieres, le deve- 
loppement de e*“ en serie (212.) ne nous a servi que pour faire voir que 
la quantit® e*” est composde de deux parties, Tune r£elle, Yautre imagi- 
naire. La forme de la serie (212.) n'est pas entree dans le calcul des 
expressions ($ 33. Io... VIL). Ce n’etoit qu’en ($.33. VIEL) ou nous 
avions besoin des resultats de la recherche des series (213. et 214.), savoir 
pour faire voir uwil existe une valeur de x telle que cosx—=sinx, deu 
lon a tire les rösultats de ($. 33. VIH.). 

Au reste les expressions fondamentales de la goniometrie presentces 
($. 33.) ont Cte trouvces par une voie purement analytique. On est parti 
de lexpression (212.), qui de son cöte est sortie des transformations iden- 
tiques. On n’a eu nulle part recours a la geometrie ni a d’autres thee- 
römes et idees Etrangeres A Tanalyse. Cela fait voir bien clairement que 
la theorie des fonctions angulaires n'est nullement du domaine de la gCo- 
metrie mais purement de celui de l'analyse aussi bien que la theorie des 
muissances ou des logarithmes, Il est bien singulier qu’ordinairement on 
tire de la geometrie la theorie des fonctions angulaires. On pourroit 
proctder @galement et avec le m@me droit pour les logarithmes. Mais 
c’est ce qu’on ne fait pas. Le logarithme naturel exprime, comme on sait. 
laire de I'hyperbole; «est pourquoi on Vappelle logaritime hyperboli- 
que, De l’hyperbole c'est laire qui domne le logarithme, du cercle 


cest l’arce «ui offre les fonetions anwnlaires. Om abandonne, comme il le 
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faut le logarithme ü l'analyse, mais on donne les fonctions angulaires « la 
gcome6trie sans la moindre raison. Cela est evidemment contraire ü une 
bonne methode. Il est vrai que la geometrie partieipe aux resultats de 
la theorie des fonctions angulaires comme a celles des logarithmes. Elle 
fait voir que le logarithme exprime ellectivement laire de Ihyperbole, et 
c'est ü elle de faire voir que si x represente un arc de cercle, les droi- 
tes qu’on appelle sinus et cosinus dans la geometrie ont les m&@mes 
rapports ä x qu’expriment les quations (213. et 214.). Mais pour cela il 
n'y a pas de raison pour tirer ces relations des theoremes de la geome- 
trie, ni peur le eercle ni pour I’'hyperbole. 


33, 
Nous tirerons des expressions du ($. 33.) celles des difförentes va- 
leurs «que peut avoir une puissance quelconque de Punite, parcequ'il y 


\ . . * 
aura «welques remarques a faire, tant sur ces expressions que sur Veffet 
de la pluralit@ des valeurs des puissances. 


Elevons ä la puissance m” les expressions (229. et 230.), nous aurons 


timx a tim: ( 


259.  e (cos&c tisin ce)”, 


Mais si dans les m&mes expressions on ecrit mx au lieu de x, on trouve 
260. et” — 1*"* (cosmatisinme). 
En egalant les deux expressions (259. et 260.) de e“”* on a 


261. (cose+tisinx)” = cosmx+tisinmx). 


Si l’on fait e=?2nr, ona cosr—=1 etsine=0 (255. 256.). Donc dans 
ce cas T’@quation (261.) donne 


262.  (cosIrzr +ism?ns)”" = 1” = cos’mna+tisin!mnae. 


Puisqu’ici la quantite arbitraire 2 peut tre un nombre entier quel- 
conque, lexpression (262.) donne toutes les valeurs differentes que peut 
avoir la puissance 1” de Tunite. La valeur 0 etant Eegalement parmi les 
valeurs diflerentes du nombre n, et cosO £tant 1, sinO—=0, une des va- 
leurs diflerentes de 1” est toujours Tunitd. Gela s’accorde avec ($. 6.). 


Maintenant il y a les remar«mes suivantes “ faire sur les expres- 
sions qui precedent. 
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242 8.30. form. 263. —265. 31. Crelle, mdmoire sur la Ihdorie des puissances, 


36. 

I. L’equation (261.) n’est pas complete pour toute autre valeur 
de x que Zr, si lon veut que (cos x +:sinx)” exprime les differentes 
valeurs que peut avoir cette quantite. Car il ne se prösente ä gauche 
qu’une seule valeur pendant quü droite il y en a plusieurs. Mais Y’&qua- 
tion (262.) a et@ rendue complete par lintroduction faite du nombre arbi- 
traire 2, möme si Ion veut que la partie a gauche exprime toutes les 
valeurs quelle peut avoir; car le nombre des valeurs a gauche n’a pas 
et© augmente tandis que les diff@rentes valeurs qui conviennent a lexpo- 
sant 2 ont te introduites dans la partie a droite. D’ailleurs il n’y a 
non plus A droite qu’une seule valeur pour chaque valeur determinde de n. 
Il n’en seroit pas ainsi pour toute autre valeur de x. 

II. La defectuositG de l’&quation (261.) tirde des @quations (259. 
260.) vient de ce que le facteur (cosx +7sinx)” dans (259.) ne peut etre 
cens@ exprimer qu’une seule valeur de cette quantite, vu que lautre fac- 


+1 yr 
(ae 


exprime deja inclusivement la pluralit@ des valeurs. Cette re- 
strietion @tant observee, l’equation (261.) est effectivement complete. Veut 
on quelle exprime en möme tems toutes les valeurs que peut avoir la 
quantite (cosc+isin®)”, ii n’y a suivant ($.9.) qu’ä multiplier a droite 
par 1”, Cela donne l’&quation eomplete 

203. (cosr +isinz)” = (eosmx+!snmzx)L1”. 
5: dans (259.) on met y au lieu de x et qu’on multiplie le resultat par 
|expression primitive, on trouve 

264. ea) = LEN leosz+isin x) (cosy tisiny). 
S: au contraire on met x --y au lieu de x dans (259.) on a 
265. ee tert Keos(e+y)ti sin(c-+Y)). 


oeneralement 


kn egalant les deux expressions (264. et 265.) on ag 


266. (cose+tisinz)(cosytisiny) = cos(e+y) tisin (ey). 
Maintenant si dans (263.) on substitue la valeur de 1 (262.) on trouve 
67. cosc+tisinz)” — (cosm&+tisinmax)(eos?mnatisin?mnn) 
a la partie droite de cette “quation on applique celle (266.), on a 


268. (cosctisine)” = eosm/x+?2nr) +isinm(c+?nn) 


mantenant la pluralit@ des valeurs est observee des deux cötes. 
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On auroit eu preeisement le meme resultat en substituant + ?nr 
. L) . o ” 7, 9 . © . 
au lieu de x dans (261.). Cette substitution auroıt ete permise puisqu'en 
vertu de (257. et 258.) cos(e + ?2nr) =cosx et sn(e + ?2r2r)=sinz, de 
5 5 oe . x 
sorte que la substitution faite, les quantit&s a gauche conservent encore 
fa m&me valeur. 

IM. En nÖgligeant la pluralit@ des valeurs des puissances on peut 
tomber dans plusieurs contradietions. Par ex. cos (c+?Inr) et sin(e+?nr) 
syunt les m&mes valeurs que cosx et sinx, les equations (229. 230.) peu- 
vent Ötre ecerites comme suit 

2. re 1*'* (cos(e+2n rm) tisin(ce+?nn)). 
Si de cette expression on prend la 2“ puissance on a 
20. er 1” (cos (cH+2nn) + isin(e+2nr))” 
et cela en vertu de (261.) est la m@me chose que 
271. et — 18”* (cosm (en) tisinm(e —+?2nn)). 
Mais si au lieu de cela on derit mx au lieu de x dans (269.) on a 
272. et” — 1°”* (cos (mz+2nn)+isinemce+?2nn). 
bone en dgalant les expressions (271. et 272.) de la quantitd e*”", on trouve 
273. cos (mx + 2Imnr) + isin (mx + 2Imar) = cos (mac+ nz) + i sin (mx -+2nn), 
equation evidemment contradictoire. 

La contradicetion vient de ce que la quantit@ cosm (e+-?nr) + 
sinza(c-+-2na) dans (271.) qui est celle a gauche dans (273.) exprime 
toutes les valeurs diierentes de la quantit€ (cos (ce +?7r) +1 sin (c+?2r))” 
(270.) quelle represente, ou bien de celle (cosx + ?sinx)” qui lui est egale, 
tandis qu’au contraire la quantit® cos (mac -+?Irzr) +’sin(m&=+-?ne) 
dans (272.) qui est celle ü droite dans (273.) n’exprime qu’une seule va- 
leur. Veut-on que la dernicre represente egalement toutes les valeurs 
differentes qui existent, on la multipliera par 1” = cosImn«+isin?mn 
(262). ‚Cette operation faite, les expressions (271. 272.), s’accorderont 
comme il est aise de voir ü Paide de l’@quation (266.), 22” dans (272.) 
pouvant etre supprime saus changer la valeur de l’expression. 

IV. Dans le cas x = ?nr les expressions (229. 230.), savoir 

1 u ... .p . .\ 
e** — 1*'*(cosx +isinr) presentent une diffieult& particuliere. Car dans 
ce cas on a cosxr—=cos’nran—=1 et sinr=sin?!rr—=0, donc les ex- 


44 * 
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pressions citees se reduisent ä 


274, errinn — qtrirr 


et cette expression a la premiere vue semble &tre contradictoire ‚ car en 
prenant les puissances + 2/27" de deux cötes on trouve 


. Ant? —Ant;? 
Tu 


et cela est evidemment faux. Cette difficult® pourra, ü ce quil semble, 
ötre detruite Egalement en faisant attention a la pluralit& des valeurs. 
et 1#””" ont la propridte de presen- 


En eifet les expressions e**"" 


ter, au moyen du nombre arbitraire 2 qui y entre, toutes les valeurs 
que peuvent avoir les quantitds et” et 1*°”, car le facteur cosc+i’sinx 
de l’expression generale (229. 230.), si Von y fait = Ina, est toujours 1 
pour une valeur queleonque de 2. Mais suivant la regle gencrale on a 
les valeurs dilierentes d’une puissance, en multipliant une quelconque de 
ses valeurs, par ex. la valeur reelle, sil y en a, par la puissance de lu- 
nit@, qui a pour exposant celui de la puissance m@me. Ici les quantites 
et?" et 1*””" ont eflectivement une valeur reelle, savoir celle qui cor- 
respond ü la valeur zero de. Elle est ©=1"=1. Donc on peut, 
ou plutöt il faut exprimer e**”” et 1%” par e. 14" — 1.1" et par 
1°. 13° — 1.1”, de sorte que l’@quation (274.), en ayant &gard ü 
la pluralit€ des valeurs, ne veut dire autre chose que 
2. 1. 


et cette equation identique niimplique point de contradietion. 

Voyons maintenant d’ou peut venir lerreur qw'oflre l’@quation (275.) 
qui exprime la + 222%” puissance de lexpression (274.) ou (276.). L’e- 
quation (274.), dans la forme ou elle est, n’exprime qu’une seule valeur 
des quantites a droite et a gauche, savoir ceile qui convient a z=0. Si 
lon veut quelle donne toutes les valeırs differentes, qui ont lieu, il lu 
faut donner la forme (276.). Mais elle laise indetermindes les autres 
valeurs dans cette forme, puisquelle est identique. es autres valeurs 
viennent au jour en prenant la puissance +2in#. Me&me l’&quation (275.) 
n’est pas fautive dans le cas z=0. Elle ne lest que pour les autres 
valeurs de 2 et la raison en est, quelle n’exprime pas completement 
toutes les valeurs qui existent. En ellet on ne peut pas dire que 


277. (et innytrinn a (tin ter 
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mais au contraire on a 
u E  3 

C est ce qu’on voit par I’equation (276.) qui 1 etant originairement = €, 
donne 1. 1" — e°, 14: — et”, et &galement par les age 229 

230.) qui, cosx+/sinx etant 1, si lon fait x = B, donnent egalement 
e"" — 1*”””1, Done au lieu de (274.) il faut &erire (278.). Si de ceite 
expression on prend la puissance +?inr, ou plus generalement la puis- 
sauce +?2:vr, on trouve 
279. et? — tern? 147 


et cette expression, comme nous le verrons tout ä l’heure, n'est pas con» 
tradictoire, si lon a @gard aux valeurs differentes de n et v. 
En eflet l’expression (262.), ayant lieu pour une valeur queleonque 
de 2, donne, en faisant m = + ?ivr, 
280. tab —_ cos(+4invn?)tisin(+4invn?). 


Mais les series (213. et 214.) ont lieu egalement pour une valeur quelcon- 
que de z; done on a pour z= +4ınyr 














212 BY yg2\6 | 
281. cos(+4inva?) = er ee and et. et 
a r Anvrı?)? ee a 
282. sin(+t4inva?®) = +4invn? (1,2 5 x => 2.34 +.) . 


Cela donne en vertu de (280.) 


283. 1 — 1— Ann + 


(Invar)’ > nvna®)” , (4nvm?\* 
2 ae 7 a 





Mais en vertu de (189.), en ne manquant pas de multiplier comme il faut 
par la puissance de l’unite, pour avoir toutes les valeurs qui peuvent avoir 


lieu, on a 








a (Anva®)” (4nvas)? | (Anvme)‘ 
24, een —i (—Anvym+! 5) | 33 + 234 =...) 


et si l’on substitue la valeur de 1**”” (283.) dans cette equation, on a 


285. rn? um nr tin? 


et cela s’accorde avec (279.) de sorte qu'il n’y a plus de contradiction. 

V. La diffhiculte, que dans ce qui precede P’&quation (279.) semble 
presenter par ce quelle a une quantit@ imaginaire ü droite sans en avoir 
a gauche, n’est qw’apparente. La puissance 1**"" 4 exposant imaginaire, 
qui y entre, n’offre point de quantites imaginaires; il faudroit pour en pro- 
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duire un exposant reel des puissances de lunite, comme le fait voir (262.). 


Toutes les valeurs de 17°”, suivant (283.), sont r&elles; donciln'y a pas 
dan= (279.) des « quantites imaginaires autres que celles qui viennent de 
17 pour e”””, L’equation (285.) donne toutes les valeurs que 1°" 


peut ovoir pour les valeurs diflerentes de v. Si dans l’equation (279.) on 

vo fait attention quaux valeurs r&eelles de e”"””" pour les diff@rentes va- 
leurs de y, elles peuvent ötre exprimeces par 

IS6, tor — le] ”° 

lou Fon voit, quelles sont toutes entre 1 et 0, e? etanttlet © —=0. 

\I. Zequation (278.) semble presenter une autre difheulte. Car 

developpant la quantitd e*’””" en serie suivant (189.), il semble que sa 

valeur soit eomposce dune partie reelle et d’une autre imaginaire, et cela 

oii en contradietion avec ce que donne l’Cquation (283.), suivant laquelle 

la valeur de la quantite 1°”, @gale a et*”" (283.), est toute reelle. Mais 

a diffieulte n’est egalement qwapparente. En effet en developpant et” 





unvant (189.). Vexpression 
. nz” __(2inn) hunde 
ae" 7 FAHRT u nen + en SEELEN 
5 mplete. Pour Ja ah il faut la multiplier par 1°" ei 
j [8 ( 
Ina) _(2inn)’ (nr 
_ 1er (140m Bart —linm) ner) 
, 2 2.9 2.9.4 
"ou metire en evidence les diflerentes valeurs de e**”" que cette equa- 


’ [4 +2inaı 
ion prosente, on ne peut que separer des autres la valeur reelle de e**”"‘, 


multiplier apres par 2°*"", Cette valeur reelle correspond d 2 =U, 
\onc elle est I. suiyant (287.) et suivant Vexpression e*?’”" elle meme, et una 


ep al 25 EEE 


est Leipression complete de & PerRg qui saccorde avec (237.) 


hi. 8ı dans lexpressi: 7 eencrale 


PA . ( u u cost + 7 sın (229, 230. 
kart == (Ins l) a, un a sulvant (257. 258. et 247. 248.) cosr—= —I 
smxc==(, done 


291. ‚yrrienz:) . gatimlenzı) 4, 


























> 
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Ici il n’y a pas de valeur reelle ni ü droite ni a gauche, car toutes les va- 
leurs de 2 donnent des exposans imaginaires. 
Si de (291.) on prend la puissance +!=(?v+l), on a 
292, er lantı)lertı) — q-r*enzı) (a +2) Ace 1)* ı(2v tr) 


et cela niimplique pas de contradietion. En eflet, faisons = (In+ 
dans (261.), on aura 


293. € D”= cosm (In +1)r tisnm (In + 1)r; 


I\r 
ı)R 


done ss m =+i(2v+1)r, 
294. (— yttertn) = costin’(In +1) (2v+tl)tisintin’(Int1)2v +1) 
Cela donne, en developpant le cosinus et le sinus suivant (213. 214.), 


(an tNArtDy® 
) 


« 
- 


295. N | ter = 1— na’(2n +1) 2v+1)+ 





Mais en vertu de (189.), en multipliant a droite par 1‘, on a 


(a MmtNdrtD)”  \ 
m... 





ge 





296. e-?(entı)(ertı) — y (en tıjlertr) (1-:(2n +1 +1 


Substituant (295.) dans (296.) le resultat saccordera avec (292.). 
VII. Si dans (290.) on fait z=(?r+4)r, on a suivant (257. 
258. et 245. 246) cosce—=0 et snx= +1 donc 
297. etirtenti) Ba qtirtent3) +; 
ici il mn’y a non plus de valeur reelle ni a droite ni ü gauche. 
Si d’abord on prend la seconde puissance de (297.) on a 


298 etin@ntı) ans ytrr+ı) u 





Cette expression a la forme de celle (291.) d’ou l’on voit quelle sera Öga- 
loment exempte de contradiction. 
Supposant = (2n+3)” (261.) on a 
299. (+Ü” = cosm(?n+#)r tisinm(2n+#)z, 


done si lon fat m = +tir(2y+1) 


30. (HET — costin®(AntH)(AvtH)tisintin: Int3(Qv+}) 


Cola pose, si de (297.) on prend la puissance +i/r(?y+!), ona 


3091. Pu (ents)(evt}) __ _ y (en+#)(2rt%) (+ i)* i niavtR) 








348 $. 36. form. 302. — 312. 31. Crelle, memoire sur la theorie des puissances, 


Mais en vertu de (300. et 213. 214.) on a 


2 tin(ent$ > (sn? 2; I\/dy I\,2 
u. +i)” ‚(ant3) == 1— n°(2n+3) 2v+3)+: ( .t+3)(2v+5)) 
' 2 


et suiyant (189.), en multipliant par 1°, 








212 — 1? (2n+ti)(ar + —n?(an+3)(ev+3%) 2 \ (a*(2n+3)(2 3)" 
303. e*@rtDleed — arten (72) + ee...) 


En substituant (302.) dans (303.) le resultat s’accordera avec (301.) 


Ik. Liequation gencrale 


+ 


304. et — 1"* (coosctisinz) (229, 230.) 
peut encore eire exprimte comme suit. 
En supposant am = +ixr, l'expression (262.) donne 
305. 1° = cos+tlienntisint lienn. 


Mais on a en vertu de (213. 214.) 














« > . esPr. Aenn u 
306. cost?rienn =1-+ Er un 
| . (Penn) ann) 
307. sintlienz = RER - - ER nnd N ). 
u. 5 


done swvant (505) 


4 





ä (2xenn)’ (2enn)? (ann 
r IN ei Yo ine ER + 2 EEN 
308. 1 — 1 2enn+ >) a 2.3.4 


Mais suivant (189.), en multipliant par 1’, on a 











—. (Dienn)’ (Zann) (2xnn)* 
20 pTDXNT — BIENEN 9 Win PERL» de = . . 
3UuU, = 1 (1 cnn- 3 33 — 2.3.3 +) 


done en substituant (308.) dans (309.) "= 17"""1** et de lü 
ei. 7 zu: var 
En substituant cette expression dans (304.) on a 


2777 gtex7 7 


« IX 
3li. u -— FE 


(cos tisin«) 





et c'est l’expression des differentes valeurs de e*“ 
Si Ion veut se servir de l’expression (308.) de 1" pour la sub- 
stituer dans (304.) on a 


[enn)® (2x0nn)\® 


312. en = (cos: etisine) (12224222 +...) 








+ix 
e e- - 


Üest une autre expression complete de 


| 
| 
| 
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Si dans (311.) on fait En In ona errin” — er 17°? ou bien 


—in?n? +ainır 
1 .e ” 


u er 


Mais suivant (279.), en y faisant =», ona 


. —tin?ı? —4n2? 4 +2 
ur 7 eat ze 


donc (312. et 313.) donnent 
315. ein — qieim 
et cela saccorde avec (274.). 


X. On voit par les exemples (IV. VII. VIII.) combien il est n&- 
cessaire, dans beaucoup de cas, d’avoir attention a la pluralit@ des valeurs 
des puissances, et de completer leurs expressions par la multiplication d’une 
de leurs valeurs quelconque, par ex. de la valeur reelle, sily en a, par 
la mme puissance de l'unite. Dans tous les cas ou il se peut agir de la 
pluralit@ des racines, il ne faut pas ecrire simplement u’, mais plutöt 
lul’.1?, oü |u|” designe une valeur determince de |a|? et par preference 
la valeur reelle sil en existe. Dans les cas ou il n’y a pas de valeur 
reelle, lexpression et“ =cosr+isinr remplace |u|’; car generalement la 
nantite e*” n’a pas de valeur reelle. Elle n’en a que dans le cas a —=?Inz, 
le seul ou la partie imaginaire +isinx est zero. Pour toute autre valeur 
de x cette partie imaginaire n’est pas zero. Six=?Inr, la quantite et“ 
reprend une valeur rdelle, savoir celle qui correspond a z=U dans son 
expression complete, Cette valeur est @e=1. Dans ce cas la forme 
v|’1’ de Vexpression de la puissance reprend sa place. 

Nous ne donnons ce que contient le paragraphe present que comme 
un essai pour eelaireir les diffieultes que les exposans imaginaires pre= 
sentent dans ia theorie des puissances. Nous le soumettons, comme tout 
le reste du memoire, aux lumieres de ceux qui ont approlondi Tanalyse. 

37. 

Avant de «quitter les fonctions angulaires il laut que nous disions 
un mot des expressions en forme de factorielles de cusx et sin.r 
par r, ces expressions tant utiles dans la th£orie des facultes analytimes. 
Nous en donnerons le developpement par un proc@de tres simple. Nous 


ferons preceder ce developpement par celui de quelques autres formules 


qui s’y rapportent ordinairement et dont nous aurons besoin dans la suite, 
Crelle’s Journal d. M. VII. Bd. 4. Hft. 45 
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[4 ® 
I. En mettant #--?2nr, 7 etant un nombre entier queleongne, 


s un 1 e 
lieu de x dans (261.) et — au lieu de nz, on a 
m 





z+-Inn A 2 
Ey x+2nn 


316. (cosc+tisin PS == cos sin 
mn 


cos(r + Ir) et sin(e Ir) etant egaux A cosx et sinz. 
Si de cette expression on prend la n”® puissance on a 


r 197 m 
rn -+idn en r 








me 


317. cosc+tisne = (cos: 
Eu \ m m 
Donc si @ dösigne une quantit@ queleongue, on trouve 


{ In; Inn\” 
2 ar WER. . ) 








318. a” — (cosx-isinz) = a” — (cos 


m 





oO m 
— u (cost un 2 —— —- — isin ER, 


319. a”— (coosr—isinz) = 
m 


ou 72 represente tous les nombres entiers zero y compris. 
Maintenant si 2 est un nombre entier, les quantites a droite dans 
(318. et 319.) seront divisibles par 


2) 
cc Ins i c+-2n7 
320. a— (cos ETF zn EHRE) 0 











m m 
In . zc42°nn 
321. a— (cost eu — isin — er) ’ 
117 


Done les «uantites (320. et 321.) seront facteurs des quantites a gauche 
dans (318. et 319.). 

Mais les quantites (320. 321.) auront a valeurs diff@rentes, ni plus 
ui moins. On les trouve en daisant 2=0, 1,2, 3 ....(m—1). Les va- 
lcurs positives de 2, qui suivent, ou les valeurs negatives qui pr&cedent, 
ıe donnent pas de nouvelles valeurs. Toutes ces valeurs des quantites 
(320. 321.) seront €galement diviseurs des quantitcs d droite et A gauche 
lans (318. 319.). Mais ces dernieres quantites ne peuvent avoir plus de 
mn diviseurs d’une dimension, «” &tant de la dimension 2; done les diite- 
ventes valeurs des quantites (320. 321.) donneront tous les facteurs «ne 
les «quantites (318. 519.) peuvent avoir. 

Maintenant le produit des deux quantitds ü gauche dans (318. 319.) est 


” — a” (cosacHti sin ao cos 8 —isina)—+ cosr’ 4 sinz® 
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ou bien 

322, am — 2a” cosc—+1. 
Mais les produits des tacteurs de deux quantitös sont @galement facteurs 
du produit de ces mömes quantit &s. Done le produit des quantites (320. 321.) 
qui, semblable a celui de (318. et Amunn est 


d Inn 
za #2 +1 


representera tous les jacteurs de deux dimensions que peut avoir (322.). 
Sbonc on a 


324. a" Nlarcsct—i = (a — ?2ocos — +1 
’n 





| tx 
X (© — 2a cos Be -+ \ 
\ / 





4A gg r x \ 
o ‘ Da « 
xflao’—?Iacos +1} 
m ) 
Im —1)s tx 
x a? — 2a cos — ra +11. 
\ ’n 


\,e cosimus compris dans le dernier facteur a droite de cette expression est aussi 


2m —i\sns--x I m—1i)ı x IT x 
j a 5 5) ) FE 
= COS \ — CUS IL 77T 2 


An m m 








Celui de Tavant derer facteur est 








sy Ar \ 
2ı(m— 2x 2(m—2 +: (An .ua 

== 08 —( ) == 008 (27— 2) = COS A 

m m m / 


iv. Sim est impair, lenombre m —-1 des facteurs qui suivent le premier 


est pair; done dans ce cas Pexpression (322.) peut etre mise sous la forme 
325. aA" — Io” cosac- 1 
= "—Nacwos— ti 
d 








Ira tx Im —x \ 

> " ‘ . ir er fa‘ 2 Zu “ aA 1 | 

x I a’ — 20 ca — Ei ! a — ?0C0sSs — | ) 
N 








\ m 

f RR Jb " 4 —x ; 
xt — 2a cos —— ö \ (« in Du nen 1 

\ nn 

. * - ” E . » u “ . ” - E * “ 4 E . ” « 
(n--Nathr, ,\ m— Un—x \ 

X er — 2a 008 —— — — +1 3f a — 2a cos —-1 i 

\ I\ nn 

\ . / % / 
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Si m est pair le 3 n”" facteur d droite dans (324,) est 


ln TE — 2a cos(r a+ — z)+1=. +20 00s +1; 


les autres facteurs qui suivent le premier et dont le nombre est m—? 
peuvent &tre exprimes comme ci-dessus. Donc dans le cas de m pair, ona 


326. a”— 2a” cosxct1i 


= a— 2acos— + °+20c0s — +1 
x ) 


x («20 go = T= E= 1\(@—20 nr ı) 
x (@— 20008 cC0s ———. ee 4- ı) (20 00“ cos .% 1) 


a?— 2acos 




















N) a 
x (#20 00 ARSEREIEFE Ir "+1). 


Cela donne comme on voit le theor&me de Moivre, dont celui de Cotes 
est un cas particulier. 

I. Si dans les expressions ci-dessus on met 1 au lieu de a et ?x 
au lieu de x, les formules (325. et 326.) prennent la forme 


327. 2(1—cos?2r) = m (1 —c0s=*) 


m 


Inat.2x 22 
X (1—cos = )(1-cos?—=2 
m 


m 


x ee (1 — co0S a 


ın m 








. ® * ” * . » ® ® = > . ” 


X (1—cos mZnere) (1 PR ZER), 


m 








qui a lieu dans le cas de m impair, et 
328. 2(1—cos?2x) = 2” (1—c0=*) (14c0s=) 
x (222 2) (1-0 ee 














\ m 
X (1 — (08 an ai (1 — c08 2) 
x (1-0 = D+22) (1_ „en—da=2r) 


dans le cas de n pair. 
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Mais comme 1— cos?2x = 2sinx” (231. et 243.) et delä 14 cos?x 


— 2cosx’, on voit que les expressions ci-dessus, en extrayant la racine 
quarree, se reduisent äü 














o . x . tx . R-—X . Ir x o In— x 
329. sine =?" sin — sin sin sin Ri SIN—— ser. 
n m m m m 
TI I 
. m—1)r+x. m—1)s— x 
 , :. sin ) 





zn n 


pour le cas d’un a» impair, etä 








Po . jun x . x . % x . T—L . Im = > Is — JE 
330. sinz == 7” 008 — sin — sIn u sın sın . sin vu 


’ meter em Yr—r 


..... u 


m 








m 
dans le cas de 7 pair. 


Ce sont, comme on voit, les expressions du sinus d’un are multiple 
par le sinus de l’arc simple qu’ Euler a trouvees par une autre voie dans 
l’introd. in anal. inf. tom. I. cap.14. $.240. On voit queelles se tirent 
immediatement du theor&me de Moivre. 


II. Si l’on veut appliquer les expressions (329. 330.) au cas x = 0), 


ıl faut recourir a la formule (214.). Cette formule donne 

















2 fi 
he : 
Rn I; ‘ +5 u 
sin 23’ 2.28.58 
sin — Be: +35 . zer» 
m 2.3.m 2,3.4.5.m 


done pour 2=0, 





sinx 
331. 
= 
sin — 
m 


= m. 


. .e . . _ ‚ » 
Si donc on divise les expressions (329. 330.) par sin — et quensuite 
on fasse e=0U, on trouve 


amarl.:. Fl. _2n\”/(. In\? . m-—1 \? 
m — 9 sın — sın sın —]..... sn — —— rn 
{5} ’ 
m ın 





m 


..n\/. 2n\?f. I3n\’ u 
m — 9” (sın—) (sın—) Isın—)..... sin—— ı), 
m m 


m m 


et en extrayant la racine quarree, 














a a = 77 y ’ f . . , 
4 3. 37. form. 332.— 337. Sl. Crelle, mdmoire sur ia Unorie ües puissunces, 

ui re „a 2 1 m? , j 

II sın —— Sın sin — oo... N ——ı = pour 72 ımpaır, 


m m m 2m ne 


_ ic . 
39. SEN — SEN — SIN— a. SM —— 7 = ; pour m pair. 
m m m 2m 2 





Nous passons maintenant au developpement de cosx= et sinz en 


er torieli: » 7" 


VI. CGest comme on sait le theor&me de Cotes don Von tire 
rdinairement les expressions de cosx et sinz en forme de factorielles. 
Euler par ex. (/ntrod. in. anal. inf. tom. I. cap. IX. $.15%.) les trouve 


a Faide de ce theoreme. Mais, comme nous verrons, on peut aussi avoir 


ves expressions a laide d’un autre lemme et sans le secours du theoreme 
. f‘ E 
ht Vote Se 
Soit fx une fonction aueleongue rationnelle de x, par ex. 
334. fx =—— x 2 —. de, . — Q, er N ÜUrX "2 .oeo0®» 7 di e 
\ ml? > Y>, 321% 17 “ ni. E) » { > 5 4 a « r “ 
Supposons qu’on sache dailleurs que Ja valeur de Sr se r&eduit a zer: 
I h vs R p 2 rıcı ” 2 B . - x » 
n donnant x les z valeurs difierentes &,, X, #5 +... X,, On aura, 
en faisant par e&. r=z,, 
2 . 
BR "La — A, : +4, == 0 
ant (. .) de ({ 4.) on aurü 


I L\ nom \ 
GG, \4 ' + a,\a - k. le ..+ Et A Tr 


coti tion tous fes termes de Ja partie a dreite sont divis) 


on faite, le quotient sera une Tonction ration- 


une 
l 
| 
. 
we 
gm 
r 


‘ 7 } % | Ancseoten ” En Pi vyy y. » 
lex. Done aussi [= sera n@cessairement divisible par z— x, , ei 


. 


S  VUERREEREN on FABRRNBRR un nI? Kino e- 24 En 
otient sera eraleinent une ion won Falionnelie, is fx sera tealemen: 
sr u d 


divisıb! ar X—2,, 2 eu once toutes les 2 uantites 


, B En Zn SE . - 
I,,9, Am: — 0... 27, Seront lacteurs de /r, et pinsame cette 
vantite ne peut avoır plus de 7 \acteurs, on aura 
> } - :. . 4 -x.) (x u 
t 2 i ) zo , 
vr une Vaicul CTiICICH HR U U wit 


; eo. s ; A 3 ® 4 200 
SUPposons exceuice ja muifipkeation des facterırs (9 7.) est use 


voir, que Je dernı erne du produt qm ne contient pas x, ser“ 


kw. 

















ws % 
- 
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+2,%,%;....%,5 done en vertu de (334.) on a 


Dt. rn 


Supposons a, = 1, on aura en divisant (33:.) par a, a,.0..... 7, 


339. = (2-1)(2-1)(&- N... (2-1) 
X, X, X; (X | 


Voila le lemme qu'il nous faut. 


u“ 


V. En vertu des expressions (213. 214.) cosx et sine sont des 
Ionctions rationnelles de x, desquelles on sait d’ailleurs que la premiere est 
zer0 pour 

z==+3n, in, +41m, —in, 44m, — im, . 
et la seconde pour 
e=0, +1, —n, +2n, —2n, etc.; 


donc on a en vertu du lemme (IV.) 


a x x Ic x 
SID X — (= — () “ - t) (> — t) ( ı) ar 











co8 X 





on bien 


4” 4. x* Ar? 
340. cosx = ( — - =) ( — 5) (: — ) ie 
u 97° 237” 
Da \ 2? | y: 
ee i — — — is... 
’ ( T” im) (i Im? 


Ge sont comme on voit les expressions connues de cosr et sinx en lorme 








34l. sinz 


l 


des factorielles. 


Nous passons maintenant a lapplication des formules gencrales Je 
developpement des fonetions aux facultes analytiques. 








356 $.38. form. 342.— 340. 31. Crelle, mdmoire sur la theorie des puissances, 


VI. Application des [ormules generales de developpement 
des fonctions aux facultes analytiques. 


38. 
cs formules generales de developpement des fonctions en series 
seront surtout necessaires au calcul des facultes analytiques dans les cas 
ou les valeurs n’en peuvent tre trouvees par la multiplication et laddition 


seules. Il en est ici comme il en £toit des puissances et dans les autres 
cas semblables. 


Ce seront toujours les proprietes fondamentales des facultes, expri- 
mes par les «quations fondamentales (38. 39. 40.) d’ou les developpements 
doivent partır. 


Supposons la faculte 
342. (w+rN)= z, 


il y aura quatre quantites dont chaque fois une dependra de trois autre« 
ou pourra en tre regardee comme fonction. 


Done on pourra demander de calculer 


| z par „xety, 
. 93 ar u, x et z 
3, 
rz par uw,y et 
uw par x,Y et 
et puisque ces calculs pourront etre faits en vartant un des trois Elömens, 
les deux autres etant resardes comme invariables, 1 yaura dJdouze pro- 


hlemes. savoir: 


f, 2, 3:caleuler z par u, x et y en variant x ou x ou Y, 
h 4 5. G:ealculer } par u, x et zen variant u ou x ou E; 
+4 er ’ 
| ’, 8, 9: calceuler z= par u, y el z en variant u ou y ou ;, 
10, 11,12: calculer u par ©, y et z en variant z ou y ou z. 


Tous ces ealeuls doivent etre praticables par les quatious fondamentales. 


Nous en entreprendrons les plus faciles et les pius utiles. 
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Döveloppement des facultds analytiques par la variation 
de la base. 
39. 
On a ici pour lapplication de la serie generale de Taylor (78.) 


345. (u) = z = Fy 





et la serie donne 


j : 1 ‚ k I ’ 
6. th +2) = ++ at + Tr Aa, ta)... 


l; (ka) ... .(k—(n—1)e) n \) 
7 RE 


kk—a) 2... (kn) a(e+b +2) — (u, 1) BEE 
n -)(=A,) 








Re © 








a 


PER 


g A En ‚\Y R y 
ou par ex. Al, +r) signibe (u +, +8% —(,+x). 
Si lexposant n'est pas un nombre entier, la serie (346.) ne donne 
pas (u+4, + x) sans le secours de facultes dans tous les termes. Mais si 
. * “ [4 . £ 5 
y est entier, il n’entre dans la serie que des factorielles, calculables par la 





multiplication seule. 


La quantitC & Etant arbitraire, on peut la supposer un multiple 
queleonque de x. Cela donnera les series les plus simples. Nous suppo= 


u Zi 


serons = —x etz =-—x. 


40. 
Premier cas 9 =—ı. 
l. Dans ce cas on & 
347, I (u, +4 ‚9 rn (u—x, +.) — (u, + ») 
En mettant dans la premiere &quation fondamentale (38.) u—x, 1 et y-i 
au lieu de w, y et 4, elie donne (u—x, ıLr) — (u—x, +2)! (u—ax +2, +2)” 
ou bien, (u—x, +x)' Ctant u—x en vertu de la troisieme &quation fon- 
damentale (40.); 


348. vw, +r = (u—x)(u, tx)". 





Mais en faisant y—1l=y et k=1 dans la premiere @quation fondamen- 
v v1 e 
tale, on a (u, tr) =(u tx) (u+x(y—1),-+xr) ou bien 
349. (u, +.r)' = (u, a” u—r+xıy). 


it, 
en &# 
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- 


Substituant (348. et 349.) dans (347). on trouye 


30. Alta) = —ary (u +2)” 


II. Si dans (350.) on &erit y—1 au lieu de y on a A, tr) ” 
— r(y—1)w,+2)", et x et y @tant invariables, S(—xy(u, + x) ) 
+z°’y(y—1)(u,+x)" , done en vertu de (350.) 


351. Ar, Ha = +aryly— 1), +2)”. 


On aura par la repetition du procdde: 


N? (v, 4x2)’ = — a°’y(y — 1) Yy— 2) (u, +r) 
et generalement: 
32. 24 = try 12... (rn Da HE)”. 


Cela etant substitu@ dans (346.) et faisant attention que & a Öte suppos« 


=—-r, on aura 











Re \ ” kKikHta) , u 
3993. ut-k + x) = tx) +kyuw,+x) u h -Da,+x) 
kk+a)\k+28)....(kHn—1)r | un 
..+ u. (kr — + - ip v1... y—(n—1))(u, +r) 4? 
- 20. ai | 
If. De (349.) on tire 
nun (w,-L-r 
394. ll; + r2)' = — - 
u} I\x 


done, en mettant y—-1 au lieu de y, 





y—2 
(ur) = — 
+ urgy—2)n? 
et en substituant (354.) dans cette expression: 


or» ’ you __ (u, + x)’ 
U), (1, - IT) TER (u(y— N) a) (utlr—- 2) ’ 





En repetant ce procede, on trouve 


un) 


o=rr v—.) 
UV. u, x = — -- ac - 
u ur \ y—L)r)(ut(y— 28 (ut () — d))x 











Si Fon substitue ces expressions dans (353.) on aura 
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20 \) .) ky [A (k+X)y(y- ) 
357. (urk,t+r) = (ur) I tu = + ur De)u+ De) 
k(k+x) (k+2x)y (y—1)(y—2) 
TSF Daywg- I) We 
ı klk+a)(k+ 22)... (Kt) y y-Doy—2)..ly—(r—1)) UR 
rd 23a 2U+ Dr) (ur y-2)x) or. (ur yn)&) «ii 


Voila le premier d@veloppement d’une facult@, la base £tant varice. La 

















serie (357.) est connue sous le nom de serie du binöme des facultes. 


IV. La generalit@ des expressions des facultös ne diminue pas en 
mettant —1 la base ou la difference. Car en vertu de la seconde “uua- 


, Bj 
tion fondamentale on a par ex. (+ x) = (, +1) x’ et (utk,+ x) — 


! k U 
Pr En EZ, +1) x, de sorte qu’iln’y a qua eerire u et k aullieu de — et 
T x 


= 

pour transiormer les facultcs (u,+k) et (u+k,+ x) en d’autres, Zu 
les diff@rences sont 1. Si lon veut restituer la difference x, il ny agıra 
multiplier par x” et qua cerire u et k au lieu de ux et kx. Done on 


peut supposer === 1 dans (357.). UCela donne 


k(k+1)y(y—1) 


Fu 





358. (u+k,+1)= et a 

















+; kCk-\ -1)(k+2)3 Are) 
> zer yoh) Terra, yhy—3)°'""" 
(k+ l 2.3 OR | —— (  ——— )( —) oa... EN —1) 
Bush RT + Au (AH NDdyyDYy—N er ly )) IR. 
EURET uty—) u+y —2) u (U -y—N) 


Cette expression est aussi gencrale que celle (357.) 


V. Si daus (357.) on fat 2=0 on a 


2% va | yly—i, yy—Dy—2)fRN 
399. (u+k) =u H#; — ER — jr I, 5 


y—l), FOR (a ai | 
BER IR Ira. 


DE, PO “ 





Cest comme on voit le th@oreme du binöme des puissances, comme ı 
. u; Y . » y ’ . \ RE Eu Re 
doit &ire. En eliet la facult@ (u+k,+x) se reduit a la puissance u 


dans le cas r=(0. 


VI. Sı dans (357.) on fat v=r, onä 











31. 


memotre sur la 


360  $. 40. form. 360. — 366. 


Crelle, 





’ 
thcorie des puıissances, 


Hr)(k+ 2) 





I 9: RN‘ 
360. (+b-+2) = arl1,+1) +4 PR. - 2 


r k(k+x)(k+2x) 2... (4, +(a—1)e) 


. I RE 75 








| 


et en supposant = — 1 














Pi. 


u 08 9 o 


2,3x° 


+R;, 



































9 
3A —fl RK(k—1\k—?) 
3061. (k —1 „—1) = (—1)’ (1, +1) ih — 
> GR" 
k(k—1) (k- —Noocch nt) | UR 
in7 De. ET: | Age 
ot bien 
362. (k—1 „I = (—1)' (1, +1)’ I—k,+h,—h, ti,l+ R,. | 
VII. Dans le cas ou l’exposant y est un nombre entier, on au- 
roit pu tirer immediatement expression (362.) des proprietes des co«!- 
tcıens binomiaux. 
En eilet, zn etant un nombre entier quelconque, on a 
Pr. (k—1)(k —2)....(k— (m — 1)) (k— m) 
(k— iu > et 
2.9....(m—1)m 
(k—1)(k —?) "— (m —1)) 
(k— 1)m-ı = nn 
2. Is. |M— 1) 
done 
303. (k-1), +1 .. BERR: Dir = m EN) 
2.9... (m— 1) 2: Pa 
Jone 
11 
—k = —1— (k—1), 
—k, =— — I, +k—1 " 
364. —kK, —_  — ( h EN 1), r (k— 1 ); 
Fa FR—1),,.Tk— 2), 
+ = + kl), t(k—1), 
l.a somme de ces Equations est 
363. 1—k,+k,— ‚tk=+(k—1 
I ’ k — 1 — [)r 
et (#A— 1), etant = -,ona 
(1,+1)” 2 
66. (kl) = +, +1’, +2 Rz... ER]. 
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Cela s’accorde comme on voit avec (362.), si dans cette derniere formule 
on suppose 2= un nombre entier. 

VI. La serie (358.) @tant gendralement peu convergente et peu 
utile dans le calcul en nombres, si non dans le cas ou lexposant est um 
nombre entier, nous remettrons la recherche de sa convergence ü la con- 
tinuation prochaine de ce m@moire. Si lexposant est un nombre entier. 
la serie n’est pas infinie. Le nombre fini des termes, quelle a dans ce 
:as, donne exaetement la valeur de la factorielle, et il ne s’agit pas dı 
la convergence. 

IX. Mais il se presente encore ieci un cas remarquable. Ü'est ce- 
li ou u=x et qui donne les series (360. 361. 362.). Dans ce cas on a, 
comme le font voir les expressions (347. et 348.), (u—x,+r) =) et 
(u, + x) =—(uw+ ”),; done (u, +2) =+(u, +2), Au, tx) 
— — (u, +x) ete. cest-A-dire que les differences de (u, -F-x)' de di- 
vers ordres ont ici la möme valeur absolue que la quantit@ primitive et les 
signes alternativement positils et negatils. C'est donc ici un exemple des 
cas donc nous avons parl& ($. 22.) et il suit de ce qui y a dte dit, «ue 
les formules (360. 361. 362.) n’ont pas lieu dans le eas actuel, toutes les 
fois que Vexposant y n’est pas un nombre entier. Elles n’ont lieu que si} 
est un nombre entier z. En ellet on voit par ex. dans (362.) que cette 
formule, le facteur 1—k, +, —lz.... eant = (l—tN)—= 0, donne 
(k—1,—1)’ = 0 pour une valeur quelconque positive de k, vösultat 
videmment faux. La serie (362.) n’existe pas, si y m’est pas entier et 
au lieu d’une serie developpde on n’a dans ce cas que lexpression identigue 
+, +) = (tk +8). 

41. 
Second cas 2 =+x 

I. Si dans la premiere quation fondamentale des faculi“s (33.) 
on eerit 1 ety au leu de y et k elle donne en vertu de (40.) 


367. (u, +2)'*? = ulutx, +2) 
et si dans la möme equation on fait = 1, on a 
368. („tr = (w,tr)? (utyx). 
Des equations (367. et 368.) on tire 


369. (ufx, +2)’ = (u, +2) uf+yz 
14 








‘2 6.41. form. 370. — 375. 3l. Crel! 


ie, metmoire Sir 


la thlorie ce & pwissances, 


f 


done A (u, +x) etant dans le cas actuel = (u+x,+2)’— (u, -Fr), on 
a en vertu de (369.) 


i . u-va „y: 
370. Alu, x) = (+ x)’ ( en = („4 x)' vr 


En mettant dans cette @quation u x au lieu de 
utr +2) =(ut,+2)’ I; 


== (u, tr)’ u er, donc en ee (370.) Aflutx, +xr)—A(u,-+r) 


ei 
a uU, IE m Tom I ER aa 
{ ET (- on 1), c est -.u- dire 


uU, on a, 


„, eten substituant (369.), A(utx, +x) 





a v(v—l. 
371. £I# IA, —r em (4, +2)’: 





| u %) 


’ı continuant on trouye 


v(y—liy—2,x° 
2"Tiı) A 3 , Y De. 
372 u, tzr) = (u, be)? nt, 
ulutrx)ur, 
eic. 





ill. En substituant les 
| 


expressions trouvees des differences de 
(u, + x) de diflörents ordres dans (346.), et en möme tems la valeur sup- 


poste —.ır de 2, on aura 


© were 
ui ‚+: r;, = (Wu rıT) 1+ eo FR. a 
| uluta 


kr) k—2r) yy Nr —d 


an ma nn nn — m 


# « or ü 
2, x 


- u(u-tx)| ut?2x) u. 0» 


| (k—ır)\(k— IE) art k—(n—1)x) 3 (y—1Yy—2) u (ky—n— 1 


+/. 
a "uluta)utr 2). dur (n—1) | 











x a6: y2 nme 2 AR. PU 1} ine fapıyys 
ani est un nombre entier, la serie limit par id dermieı tern! 


CTIT Cl» UCSSUS. 


IV. Elle donne pour u= 


_— 17 \: 


74. k+L,+1) =: 


=, + DU +hyt+aythytkyıltH,. 


Klie peut aussi etre PR sous la lorme 


375 ei ar 2 Te Me — u Kr 
/J). U +4,4+x) =: I PRRN EHEN. ‚um j ni; 
/ I — T (k- m 2 ee) y (y ER 1) ( ) 








*) 


>35 ee masse 
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f \Y PREGDER: 
En derivant y au lieu de 14+y dans (367.) on a —— =(u+rr,+7) 
done 
>76. u+k,+0) =(u Rn F ; A L ky = . = „: u 
370 (uk, („r+2,+ 8) [e+ y+ 7 ut» 
(k— —?)r) —(n—1)x AR un .... —[ . 
kek r)(k- Ir)... .k—n—1)x) YO N) (v n—1)) S|+R.. 








BR 6 j 
Eee“ (u+r)\ut22) fu tn — | 


“i dans cette expression on fat v=0 et r=1, ona 

te + rn +, rd + Da + la R 
ou bien, 1,+1) "x etant (1, +1) (38.), 
377. +) =, +11, +4, Dt. tk, MD.) N. 




















VI. Sı dans (375.) on fat v=xr—=—1, ona 
Ä vl (kt 1 k(k ai | 
378. (k—1,—1)’ = (—1) (1,+ L, TORE n Kali ie od 3 ,... 
k f ... .(k OS 
+ Ash +n 1) . EM R, 
2.9 N dr & 
ou bien, en mettant k au hieu de A—1 et divisant par (1, +1), 
\) } 
t a ) ( ) 
0. Cd _ fin RD, _ RD HN, 
Fe \ Bu ; en Yyi = ‘ 
\ (L, 1-1)’ “ 
+ (k ne 1) fi (k u 1)(k == 2) .».. 0. (7 + N? aaa >) N) R 
.eo0.* ea RR N oı , n® 
2 ” I .... n 5 r 
)) . (%, 1)? f “ .. u . . „»* x . 
Puisque ——— est l'expression du co@fhicient binomial 7, la serie ü droite 
\d, ) | 


dans (379.) donne le developpement de ce coöffieient, m&me pour le cas 
ou lexposant y n'est pas un nombre entier. 


Ilexpression (377.) donne une autre expression de ce eo6ffieient en 
y mettant — # au lieu de + %k, savoir 


TOR kN), kl 1)(k 2) 
380. 7 ur — (—1) £ BER +5 = kur 
FE nk. kb) I+... 














——— (v1), 
ie We \ Im 


VII. Quant a la convergence des scries trouvdes daus ce paragraph«. 


nous en remettrons la recherche ü une autre occasion de möme que cell» 











54  $. 42. form. 381. — 386. 31. 


Crelle, mdmoire sur la theorie des puwissances, 


A. ’ (4 p 
ies series du paragraphe precedent et nous passerons au developpement 
des Taculi@s par le moyen de la variation de l’exposant. 


97 [4 . . ° . 
Developpement des facultes analytiques par la variatiou 
de l’exposant. 
42. 
i. 


En variant l’exposant y dans (u,+x)' Ja serie gencrale de 
Yaylor (78.) donne 


ER / 
351. (utx)* = (u-+x) + 


Ba ya RT. 
ut +) 





/] 
Ed 


k(k— u) 2 ' 
+ EZ, Hu HN... + 


Mais en vertu de la premiere @quation fondamentale (38.) on a 


[ (u, x)’*° = (u, +2) (ufyı. +x1 ı 
| ta)" = (+2) (urn + 2“, 


e 


382. 


!onG IC1 


(Aw) 


(x [u+rx,+x) —1], 
Si u,+ x) = 


383, +2) Katy +2 te +N 


et en substituant dans (381.) 


84 (u, Ft- a —— 


\ RR; 
(u+x) |i+ - (utya,+r)—1) 


it} 2 j | 
+ Wr y st" — Aut ++)... | ER, 


S; dans cette equation on fait y=0O et la quantite arbitraire z=1, elle 
donne 


385. to 14h (u +) N) Hl Mu, +) +1) 
+ k,(u, +2) —3(u, tx) -+-3(u, +32) — 1) ET 
Er + 4, (4, 2’ —n (u, +" tn, (u, +2)°....31)+R 
it. Sı dans llexpression (384.) on fat z=0 et a= 1 elle donn« 
86 tt Wil + hAWw—t1) tk, w— 1)... +k,(u--—ND)+R,. 


comme on voit la serie du binöme des puissances (144.). 


























des Jonetions angulaıres et des Jucultds analytiques. $. 43. Jorm. 397. — 3%. 365 


Si dans (354.) on fat z—=0, a=(0, ona 


ee) H- 
PR PR / 0 


Cest comme on voit la serie des quantites exponentielles (180.). 

I!!. Si dans (385.) on fait v=0, toutes les factorielles qui en- 
trent dans la serie a droite, disparoissent et les co@fliciens de k,, has hry ers. 
ser“ duisent alternativement a -+1 et —1; done la scrie (385.) donne dans 





ce cas 
3380, +) = 1—kh these than 

La valeur de la serie a droite est (L—1)* et cette quantite est tou- 

jours zero, si k est positil. On voit de la, que la valeur d’une facult 

analytique, dont la base est zero, est toujours O toutes les fois que Vex- 

posant est positif, mÖme s’il n’est pas un nombre entier. Cela complete 

le theoreme ($. 13. VIL). 

IV. Quant a la convergence de la serie (385.) nous en diff@rerons 
la recherche. La serie est ordinairement peu convergente. Mais on 
trouve a sa place, en variant l’exposant, une autre serie toujours conver- 
gente, en prenant les logarithmes des facultes. Nous donnerons analyse 
complete de cette serie dans le paragraphe suivant. 


43. 
I, En . les logaritlımes naturels ou hyperboliques 
($.29. 111.) de la faculte (u, +x)' et en variant Vexposant y, la scrie 


senerale de Taylor denne 


° r+k k \rd y 
389. ka er + r)” = loe(u, +2) + > (log (u, + x)" —log(w,-+ x) ) 
k = + 
Y 2 y u \) ” 
4. e(,tx2)" —2log(u, +x)" +log(u, +8) ) ...-tR,. 
Si dans cette expression on fait y=0 et la quantitd arbitraire = 1, on 
a, (u, + x)” etant 1 (46.) et de la be(u, +)” = 0, 


i J 
390. log, +0) = kloglu, +0) +K,llog(u,+ 2° —Nog(u, +2) 
+ r ‚(log (u + x)’ —3 log (u, + x)’ + 080 Ir)... 


+ ki, {log (u, +) —n, log (u, +2)" +r,log (u, 42)". Er, lol, te) ) Hl. 








il. Dans cette expression le premier terme du reste Z, qui, comme 


terme wencral, exprime tous les autres, est 
Cralie's Journal d. M. Vil. Bd. 4. Hit. . 


u 
m? 











366 


. 43. form. 391. — 5096. 31. 


cr 


Crelle, memoire sur la theorie des piussanges, 


391. T + + = Ay Nlog( U, -r)"t _ (n+1), log (zn, + x)" 
+ (2 + 1),log(a, +8)""....+(r+D),log(u, + r) 


Suivant (44.), z etant un nombre entier, on a 


(u, x)' Lu 
u, + x)? 


u(ut x) 
3. (u,—+t x)’ u(ut+x)(u+2x) 
|- ’ . . [ ” . . ” s 


l 


nl 
(u, x) = u(u+- ce) ut2x)....utrnr) 
JJonc 


| log (u,+x,' = logu, 
| log (u, + x)” logu +-log(u+ x), 


393. \ log (v, + x)’ = log M -+ log | u +-x ‚+ log \M + E f 


1 





log u a PER FE a EEE ER 


{ela etant substitue dans (391.} donne 


a T: 
394. x je —= logutlog(uatx)+log(ut?2).....: 22er are + loglu nn) 


Pr ah; (logu+loga + x) +log(ur 27 we + log (u+(na—N) x)) 
+ (n+ By, (logu-tlog(w-t 2) tlg (+22)... .+log(o- a Yen) 


+ (ni ‚(logu-+log (u+x)) 
+ n—+ 1). loa 


ori bien 


2. 1 . . ax / 1 ‚ N \ 
393. aa = losu (1— nt i Fi r (a1), ’ nl Treten + (n-+1 
n 
u. log ut x) (1— —— .— n--1 PETER + n+1 ER 
log | ‚ 2ar) ( Bi — nt rer, Ye (n+1),.».. + nt), 2) 


ingkh Na) BIN ) 
Eier fee) 
Mais en vertu de (365. $. 40. VH.) on a 
/ —(n+1), = — N, 
I-aH), ar, = tm. 
3%. d— (n+1 ‚Ta+l, ntHi1), = —w,, 


1—(n+1), ++, — a+l),. tr te tm = Hl, 
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douc 
- Fa 
397. L == log(u+nr) —n,log{u+(n-1)#)+n, log (u+-(n—?).r)....+ log u 
"fi 
bien 


398. / 2 = Bas 





’ u _ut+ N. (u—+/ RZ?) r) (u+(24).r)“ 
y7 ” 4 ra s 
° | u+@-De)" (aH(m3)2)" (unse) | 


En substituant cela dans (390.) on trouve 


) ) 
39. log (u, tx) = h,logu + %,loe (+) + h,log (ur? x r) 





B\ ut+r) 
"2 u.ä (' is u 1), 
+ /,log EL „log en Ne BEER, \4 
\ Wwrr, u) u N—) "(une)" 3 w 


(est lexpression generale d’une faculte -— trouvee par la va- 


riation de lexposant. 


III. Il sagit maintenant de savoir si Ja serie (399.) est conver- 
gente on non. 

Suivant le theoreme general de la convergence de la serie generale 
de Taylor ($. 21.) la serie (399.) sera convergente, si aucun de ses ter- 
mes n'est ni imaginaire ni infini, et si les valeurs que prend le premier 
terme Z,;, du reste A, pour la plus grande et la plus petite valeur de 


r+ı Fy . 2 - u 
& —., depuis y jusqua y+k, sont zero toutes les deux pour = x. 
a” 


Si lon suppose reelles toutes les quantit@s qui entrent dans (399.), 
aucun terme de la serie ne sera infini. Donc les conditions de la conver- 


gence de la serie se r@eduisent a celle, que les valeurs que prend 7,,, pour 
la plus srande et la plus petite valeur de ah 4 depuis Yy jusquia v + / 
a plus % pius p pro epuis Y zusquia y +4 


doivent ötre zero pour =. 
. A +1 F Y . i 
lei la quantite = are: est celle qui dans le premier terme du reste 








AL . . (k—a) (k— 20). .. a u 
ans ), Itı -—— —  sarvol 
R, dans (389.) mult plie * 2.3....(nt1) savoir 
Are Fy yri "ie _ \rtne vk(n 3 
4. — a logie ‚+2) —(n+1), lost, par) + (nz+1),lo: par‘ Rn 
er 


. ir e ? 
..tlog(u,+x) 


ou bien, la quantite arbitraire & ayant et supposce —=1, 


-%* 
J 








368 $. 45. form. 401.— 404. 31. Crelle, memoire sur la theorie des puissances, 


n+1 B) — ofrzr y+tr+ı ge f Pr \ / vhn- 
401. A'TFy = logfu,+x) — (z+1), log u,+2)"”" 4 (n+1), log RR 7 >) 


....tlogtu,+x). 
Mais en vertu de la premiere &quation fondamentale des facultds (38.) on a 
(u, u = ve == (u, -- 20)” (u -1- hy, —- 2 
402. / (u, +xr no — (u, rn) (ut hy, +, 
(u, + ayr7 (u,+x) (ut+ky, te)", 


| 


donc, en prenant les logarithmes, 


NFy = (—(an+H), +41), ....+1)log(u, +2) 
+log(u+xy,+ x)" — (n+1), log(utxy, +x)"+ (n+1), log(u+xy, BEE aa 
se +(n+1).log(utey, +)‘ 
ou bien 1—(r +1), + (r+1),....+1 eat = Ir =0, 


403. A'PFy=log(ut+0y,+2)"" —n+1), logutry,+2)"+(n+1), log(utay,+x)"".... 
„ern. karl) log(utaer, +)". 


et il sagit de la plus grande et de la plus petite valeur que cette quantite 
prend pour les differentes valeurs de y depuis y jusqu’a Y-+k, ou ce qui est la 
meme chose pour les diflerentes valeurs de u depuis u-Fxy jusqu'a u+x(y+k). 

Mais nous avons fait plus haut y=0. Done il sagit de la plus 
srande et de la plus petite valeur que prend la quantit@ A’PFy (403.) 
pour les diflerentes valeurs de z depuis u jusqua u-tkx. 

La valeur de A'"Fy (405.) pour v=u est celle qui dans (391.) 
multiplie /,+, et qui se r@duit a eelle (397.). Done enfm il siagit de con- 
noitre la valeur de 7,4, (398.) pour les valeurs dilfrentes de z depuis u 
jusqua ut kax et pour 2=x. Si cette valeur est zero, la serie (399.) 
sera convergente, et elle ne le sera pas si 7), n’est pas zero. 


Tor 
Kntı 
demment un nombre egal de facteurs dans le nwmerateur et dans le deno- 





r . . [d ’».e 
IV. Liexpression de representce sous la forme (398.) a @vi- 
minateur du logarithmande; car le nombre des facteurs dont se compose 
le numerateur est IHn2,+2,...., et celui des facteurs du denominateur 
est , - 3; Fn;,.... etona 

It-n, tn... =n,+n,+n,.:... 


puisque 


404. Ai—n In,—n,..tr=(dt—1"r=0. 


























des fonctions angulaires et des faculies analytiques. $.+3. form. 405.—408. 369 


Done on peut diviser tous les logarithmandes des termes de ——- 
(397.) par une «wantit@ queleconque, sans diminuer ni augmenter la valeur 


gz l . « 4 . 
de a, et au lieu de (397.) on peut ccrire 
\nhı 


2 Ei u | 
ws —E — (Ing +n)—n, 102 (+21) 4 n,log 2)... + log 
Ei = r 


Antı 
* . » * „ 
ou bien, si pour abreger on fat - Hz +1=1, 
„ 


& 1 


Mais par la meme raison on peut diviser tous les logarithmandes 
de cette expression par A. Donc on peut aussi ecrire 


‚pn 1 : 
497. 10. (1), log 1), log (1)... +10g ( nn 


a 5 





03 


Tous les logarithmandes de cette expression seront >0 et <1siA>n-+ 1, 
c’est-A-dire si — est positif, ou bien si u et x ont le mäme signe. 
Done, sous cette condition, on pourra developper tous les logarithmes de 
la serie (407.) suivant la iormule (210. $. 29. VER.) qui, comme il ya dt‘ 
demontre, est convergente dans les cas actuels. On trouve 











1og (1— -) = is wi ut ae ER TR | 
, p 4 ,. n 7 n+1 „"t 
2 2 ng >24 u a 
(17) rt re) 
K nn 4 ME W- ; 1 ri \ 
0(1-7)= - GH HH te) 


408, ® [ * . . 5 ” . * u - ” . . OD . . . . ” " . . 








N n-- 
n+1 n+1, ; ud 8 de R n+1)* 
01-= HH 
I (n+1)” 1 in+iy”t: 
BEN VaBEN ri ) 


En substituant ces series dans (407.) on a 
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Turı 2 w j Pi ‘) — 
4). u E;, eu m f} Lat 7 +n,3 —n,} war ai. + na. 2 tr+t! 
+ 4 (A 2 022 22 42  — 2\ 
Oh? ”,% -+n,3 NT rennen ne, + A. tin+l)?) 
1 ( ‘3 3 3 
+ 25: | n,2°’-+-n,3 a + m—.n’+/n+1?) 
2 a 
+ gri, -n,?2 +n,3 A +na,.n Fin+L, 
1 u 7) + ‚! 1 — ‘ u} 
n+1)A | u Tas + 2) n n,& er Anm e P "t(arl ) 


tci les series a dreite, comme il est aise de voir, expriment les 
„"® dillerences des nombres naturels 1, 2, 3,.... 2-+1 et de leur diflÜ- 
rentes puissances a linfini. Les valeurs de ces differences jusqu’ä le (n—1,** 
sont, comme om sait, zero, c’est-a=dire on a 
+10. 1—n,2” + n, 3* —n,8 .... +/n +1)" —0 
pour toutes les valeurs de x depuis 1 jusquüa 2 —1. Done lexpression 


(409.) se reduit a 





IT +1 1 » es" v 
+11 —= —lMi—n?2 +23 —n,t ..... Frygın Fin-1,*) 
Narfı n4 
1 { gr 1 n--1 — n+1 n+i 
+ li n,27 40,37 nn, ET... Fragın"" Ln)"”) 
(n--1 
h 1 ort? n+% ar-+2 _- "+1 +2 
+ - alten? +n,3" —n,4".... Fonpın + (n+1)""?) 
n-t- 
\ i| - 


Il est vraı quici les series a droite ne sont pas zero; mais leurs 
valeurs seront necessairement plus petites que celles de leurs derniers ter- 
mes (2+1)", (a+1)*, (a1), .... car toutes les diflerences de n®*, 
+ 1)", (2 +2)" ete. pwissances des nombres naturels 1, 2, 3,.... 241 
sont evidemment plus petites que la puissauce du plus haut nombre elle 
MEME, puisqu’on les trouve toutes en soustrayant des nombres plus petits 


des nombres plus grands, et quielles sont d’ailleurs toutes positives. Done 
Inzı n 

—- ne pourra etre plus grande qrie celle de la 
n.41 . 


la valenır absolte de 


quantito 
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1 [ n 1 nt f 
u lei 
er Ä (a+1)a"t er ua - 
cest-a-dire de la quantite 
I /n + “} 1 ii 4 er. 1 P + 2 
a Dann u A 
2. n ( ) Tor i ee A ds 
Mais cette quantite, de son eöte, m’est pas plus grande «que 


u ECHT ee) 
A 





(+1) .... 





n--1 


et cette derniere quantite est evidemment zero pour n= x, —, -etant <l 


suivant Ihypothese. Done on a 





T, 
414. "#0 pour n=., 
Kuss 


Mais on sait que Ä,4, est zero pour n—=x si ik est > —1 ($. 26.); donc on a 
415. T, pn =0 pur n=%x 


sous condition que u et x ont des signes Egaux et que Ä soit 
plus grand que —1. Enfin, puisqu'on a ee 7,.,=0 pour ine 
valeur queleconque de u, les deux valeurs de 7),,, (IIL) qui determi- 
nent la convergence (de la serie seront zero en meme tems, 2 Ctant sup- 
pose ©. Done la serie (399.) sera convergente sous les conditions 
ue nous venons d’enoncer, 


V. Les logarithmes qui entrent dans la serie (399.) ont ete sup- 
poses de ceux qu’on appelle naturels ou hyperboliques. Mais puis- 
que les termes de la serie sans exception eontiennent tous «galement 
des logarithmes, on pourra multiplier toute la serie par le module de tel 
autre systcme de logarithmes qu’on voudra. Mais par la les logarithmes 
naturels se reduisent a d’autres du nouvean systeme. Done la serie (399.) 


aura egalement lieu quel que soit le syst@me d’ou loon tire les losarithmes 
qu’on veut introduire, 


VI. Le terme a gauche dans (399.) et le premier terme ä droite 
peuvent “tre ınis sous Ja forme 


‚k 
Oi ((& u + =‘) — log (=,+1) +rlogr et klog er, r) = klog — + klog.r. 











Yı 
Hyp- 


$. 43. Jorm. 216. FR 40), im ( ’ elle, mdmoire sur la theorie des puissances, 


Ces facteurs des logarithmandes de tous les autres termes A droite, comme 
nous Favons vu plus haut, peuvent @tre diviscs par x em haut et en bas, 
sans changer par la la valeur des termes. Lellet de cette derniere ope- 


. u 
ration est, que partout — prend la place de v et 1 la place de x. Done, 


» . u 3 Pr s ” , e 
sı au lieu de — on veut eerire A, l'expression (399.) se r&duit A 


PR: A „#2 +3)(A+1) 
4 16. I: La 1 =R, log A —k; ‚log —— +, vi AN \+ 
( A 


j n—1 + i— 
Ben, + fi, log > n—1) . x = 37 er ... 308 R, 
( A+n—2)" o% (A+n— 4) : 


et cette expression, comme Toon voit par la manicre dont la reduetion de 








rs 











(399.) a Ötd exceutce, est aussi generale que celle (399.). 


Si Ion fait A=1 dans (416.) on trouye 
417. los(l, +1)" = log? + k,log3 + k& ‚log 3 32 + K. ‚log38$2....+ M 
VII. Les cocflieiens de 4, dans (399. et 416.) n’Ctant autre chose 
;ue les differences (2—1)"" des logarithmes de u-(n—1)x, uf{n—Nr, .... 
et de A 2 N — » A u. Nn— 2, „».0.. A, les series (399. 4196. et 417.) pour- 
ont aussi Ötre presentees sous la forme suivante 
418. los (2, + x) 
— k,logu + k,&loglurx +4 ‚Dlogfur2lr)....Ft 4.2 logf(a+{r-Nar)+l 
419. los, +1) 
— klosA +4, log +1) +Ak, 2 log(A+?2) ..... + la log AR —ND)-+R,, 


oO 
f / sl 
420. loe(l, +1) 
— log } : 44,0? log 3 U Br Sur Er Sr Br Se 3 .t#, Fi "loy nt R,. 


On pourra tres commodement caleuler les logarithmes des facultes 
suivant ces dernieres expressions, car il ny a qua prendre les differences 
successives des logarithmes des nombres z, ut x, u-H?r,....ur(r—1)r. 
u de celles A, A$ 1, A+2,.... A+r2—1, ou bien de 1, 2,3, .... 7 et 

les multiplier par les coöfficiens binomiaux Fi, has his arer fin« 


VII. Il est vrai quen faisaut le ealeul de (1, +1) suivant la tor- 
mule (420.) on trouvera que la serie n'est que peu convergente, puisque 


\es differences des logaritlimes des premiers nombres naturels 1, 2, 3.... 














des fonctions angulaires et des facultes analytiques. $.44. Jorm. 424. — 425. 373 


ne vont en diminuant que fres Ientement. Mais neanmoins, en partant 
de la serie (419.), on pourra trouver le logarithme de la facult® (1, 1) 
par une expression aussi convergente quon voudra, car cette serie sera 
tres convergente sı A est un nombre assez grand. Supposons done quon 
. x \ . . a 

ait a caleuler (%, +1" pour une valeur arbitraire assez grande de A, la 


formule (52.) donnera, en y fasant v=er—=1l, 


++) _ dran) 
(+1) +" 
et en fasant 1-y=1, 
G+n,+" _ 0.4+1/ 


ee u 


e \k \ (1 + | . 
421. | 1 — A, 1 h _ 3 m . 


ici X est un nombre entier arbitraire. Done les quantites (1, +1)" ei 
(1+4, +1)" pourront &tre caleulees par la seule multiplication. Done 
ayant trouve (A, +1)’ par la serie (419.) on aura sur le champ (1, +1)‘. 





De la on tire 





Expressions des lonctions an 
44. 


Ces expressions, que nous eiterons comme du nombre de ces ap- 


gulaires par les facultes, 


e 


plications des facult“s analytiques qui se pr@sentent les premieres, se tirent 
des @quations (340. 341.) comme suit. 
Ges Equations donnent 
„n\f") \/D2 f t \’Y ji \ 
s Ta) RR—r IR) later) It) Irtr).... 
422. sine = 2. bet nie Bus 


‘) ® ‘ r - u 
Pe. 2’ F Mi DB: SO 


et 











” 


FT Ze 2 RT 2 Yo Pan 5) 2 LI) Am ER 

493 FREE (n—Iır)! 3z-—34 KIR—mSKH u... „tr, Bet HI) Int Ra je. 

23. cos =— — Eee See Kies SE Bin A Ssihis ln Behr 
ve J no 3E oo... a . zZ . > 1} .e oe © 











done, en faisant usage de la notation des facultds, 


(a—ı, Fr) (a ta, Hm)” \ 
T. “ill ee ih .o— u 


a, +% (, {a 


a 2 OUr N — x, 
(% — Ir, +?2r,(a+?2z, +? 7)" 











425. cox — 


u 2 3.7 ER 35 
Mais en vertu des expression (57. et 39.) on ä 
Cielle's Journal d. M. VIE. Bd. 4. Hifi. 48 
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„ 1, ng" \?2 = 
426. n—aı,+7 = er) u (+2, +72)" — (1,+1) r aan 
En x 
n 1,1)" n 7 'mr EP 
17. (a20,420) = HR I, (a He I, 
(1,+1) = ° A, 
N n E 1 en] 
428. (1,+2)" = (1,-H1)" 7”, (2,+22)' en Ä 
Ein substituant cela dans (424. 425.), on a 
» Hi 
429. snr = -. 
+ 


(1,+1) "(,+1) 
d, 2 HN, 


450. cos1e = = - 
; a | 


1,4 a4 


Voila les expressions connues de sinx et cosxr par les facult@s analyti- 
des @quations fondamentales sans la 





ques. On les tire, comme on voit, 


moindre difhieulte. 
Puisque suivant la premiere @quation fondamentale des facult“s (38.) 


L 


Re: ER. X - u : be 
40° el, 44° et el, +, +)" 


l'expression de cosx (450.) peut aussi etre presentee sous la forme: 








31. ze _. 2 <e 
+0, +0” 
En vertu de sin ?2= 2sınz cosx, C0Sx mir l’expression (430.) donne aussi 
I: . 
r 
432. co = N" | d; +n" ar 
- 


1,4 + 


Si Von fait e=!r on a sine = 1, done en vertu de (429.) 





3 I 
+ +pt 
et de la 
43. = U, +1)’, +0". 


(38. 40.), done (1, +1)” 
et suivant (433.) ”—4((1,+1) ) et de lä 


Mais 1, + DPA, +H1)?G, +’ = 4, +1)” 
— %1,+1? 
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44. = 2, +1, 
et @galement #=2(1,+ )°.21,+1)?—= (1,+1) *, done 
4355. = ll,+1)%. 


Application des expressions des fonctions angulaires par 
les facult@es a un cas particulier de l’Equation (66.). 
45. 

Nous donnerons cette application qui se presente comme une des 
premieres des expressions ($. 44.). 
\ e B- ® [Ne 
I. Dans le cas ou y est un nombre entier, Vequation (66.), en vertu 
de son d@veloppement (67.), peut @tre eerite comme suit: 


436. (ut) (u ty Mutr,tyr)ut tyra ty Drstyn)'. 
Mais toute facult@ pouvant &tre reduite par I’@quation (55.) ü d’autres, dont 


la base et la difference sont Vunite, nous nous bornerons au cas ou =. r—1. 
Dans ce cas l’&quation (436.) donne 


37. DH HN FR HN. 


En vertu de T&quation (55.) on a 














{ re aaa 
Ak ii, 
her — 
(1,+-1)° 
= +) 
a 
TWre du 
438. 9 3 008 
, /f ) 
gt, = „A ‚+1) 
(1,+1)° 
tk 
n (1,+1)Y f 
GH =r— ——y', +1) 
_—ı 
\ (1,+1)’ 


done. em substituant ces expressions dans (437.), le nombre des facteurs 


a droite etant y, on a 


Bd ei 
(> 
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Ze EN k 2 —ı+ , 

al HT HT Aa, HT 
Eng ger Bi d. 

HD HD HN + 


Dans cette expression les exposans des facultös & droite en haut et en 








139. (KAHN =} 


has vont en croissant, et chaque exposant surpasse celui qui le preecde 
u 
de ka quantite vi Done en mettant les facteurs dans lordre inverse, on a 


ı 2 


pr a N m 
(1,--1) FRE 6 Pen 5 


you 








f A ‚ 
— (1,1) 4,1) 
} PEN 


Bon 
in 
z 
1 
{ 


ı 2 wen 

) u = ur . a 
HT NT re 
II. Cela pose, mettant dans (429.) #x au lieu de x, on a 


T x 


—Xv ‚tx *® 
+0", +1) 
Mais en vertu de la premiere &quation fondamentale des facultes (38.) on a 


I 4\X—I \xy I (1, 1)” [ä, 1)” 
1,—1) = (1,1) (1-+x,-H1) Ten BEE, (#7.) = rl (40. ). 








4141. snzı = 





done (,+N)"=x(1,+1)", et en substituant dans (441.) 


ST 


(1, +1)", +1)” 





442. sure = 


or bien 
T 


443. +)" = —. 


SIITXC 

















r we 1} [4 ” ” 1 2 3 
nr larsant dans cette equation successivement x = — . Tg Tann elle donne 
2 y’y 
. — 7 
(1,+1) rd.) 7 e ——, 
Me 
sın 
Yy 
Pe | BR on. 7 
I, 41, v7 iv — 
’ 4 . l,-H) a’ 
t44. 4 sin 
y 
u _Y 7 
BETT 
. BR 
sin 
‚ ) 
q ’ * . . 


Ill. Ges expressions pourront Ötre appliqudes aux facteurs du de- 


nominateur de Ja partie a droite de V’equation (440.). 

















s /onctions angulaires et des facultds analytiques. $. 45. form. 445. — 450. 377 
de J ) J / # 


Le nombre de ces facteurs, excepte le premier qui est Funite , est 
—1 





f Ausmass ” 
y—1. Donc si y est impair, ce nombre est pair et =; 81 y ost 
pair, il est impair; dans ce cas celui au milieu est (1, +1)” —=r’ (435.) 
ia, , 
et le nombre des autres facteurs est ——. 


— 


Done le d“nominateur de la partie a droite de V’equation (440.) en 
vertu de (444.) peut &tre exprime comme suit 





ı 2 3 v-ı - + Fin a 
147 y, ww T we; u TR. A: A a 
45. (1,41) 7 (1,40) I (LH) Yereo. a 
sin — sin— sin- sın —- 
y y y 22 
sıy est ımpaır, et 
- z Ben} BAR ne 1, 7, 7 T 
440. (L,+1, Y Ad,+1). y Ad +1) Y.....(1,+1) y 0 ee Ye —— 
. 7 Iı1 „on , (+-2)r7 
sı — sin — sin — a 
Y Y Y .“F/ 


si y est pair. 


VI. Mais en vertu des @quations (332. 333.) on a 

















in 7 Ir 37 (y—Ai)n ri . e 
447.  sin— .sin — „sin — .... sin 5) = -——.., sıy est ımpaı, et 
F F F 92 
st 2n . Ist . (y—2 T y: . ° 
448. sin —.sin —.sin — ..... Sin =——; = —— Si y est pair. 
Y F Y —y Fe « 


Donc les expressions (445. 446.), dont les facteurs a droite sont au nom- 





v—1 .N\ yv—2 
bre —— dans la premiere, et au nombre de —— dans la seconde, donnent 














Z. 2 
y-ı v-ı v-ı 
Po 3 BR: 3 u. w? 92 (Ir)? 
(1,+1) ?(1,+1) YA, +1) 7....4,4) vr = —— — sıy est unpaur, ef 
y’ yi 
y-2 v-ı 
_— — n I nem. (Mm): . 
1,+1) 7(, +1) 71, +1) r...1,+1) = Fr = iy est pair: 


d’ou Fon voit, que quelque nombre entier que soit y, pair ou impair, on a 
ü) y-ı (I): 


(1, +) 7...(, +) = 


y 


pr 


oe 





49. 1,41) 71,41) 
En substituant cette expression dans (440.) on a 
vis 


2 v-t 
k 


HIHI FH D. 


430. He 








Y- r 


(Ir) ® 
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Yoilü Pexpression d’une faculte (1,+1)”" dont lexposant y%k est un 
multiple entier de k, par le produit d’autres facult@s dont les exposans 
ne contiennent que / suivi de fractions dependantes de y. 

Cette expression est celle que Mr. Legendre a trouvee par une 
aufre voie dans son trait@ des fonctions elliptiques tom. 2. page 444, ou 
lexpression I x s’accorde avec notre (1,+ 1) , comme on le voit par la 
formule 2. page 416. du meme ouvrage. La formule de cet illustre au- 
teur (page 444.), Cerite avec nos signes, est la suivante 

. 2 n- 


PS IR 9E ® Daumelc DE © 3 uaaacra 0 BE 5 DesaiE PER IE 5 Vena 


" —(1,+1) (Om)® n “= 

Si dans cette expression on met d’abord + au hieu de x et quon 
Gerive les facteurs a gauche dans Vordre inverse, elle se reduit a 

Feng. 3 OA. de 2 te 

452. (1,+1) (1,41) ”"A1,+D "...(,+1) ”" =(1,+1) (2) an 

et cette expression, en y Cerivant k ety au lieu de x et n, saccorde par- 

faitement avee (450.). Cela oflre une preuve a posteriori de lexactitude 

\e la formule generale (66. ou 67. ou 436.) de laqueile nous sommes partis. 

V. Nous donnerons encore une autre demonstration de la for- 

mule (450.) sans le secours de la formule generale (436.). Elle sera 


T 


la troisicme du theoreme, celle de Mr. Legendre £tant la premiere. 





Si /r et Gr designent des fonctions quelconques de x et quon 
auf ’equ to 
453 Sat) Grete) 
3. — — , 
J& Or ° 











ou © est une quantit© quelconque, qui peut aussi Ötre zero, on peut en 
conelure. comme on sait, que @x ne peut diflerer de fx que par un fac- 
teur # independant de x, de sorte quion a 
454. fSe= Ada. 

\1. Cela pose, nous ferons remarquer qu'en vertu de la premiere 

quation fondamentale des facultes (38.) on a 
, +1)" = (l, +1) (IR, +1)” 
1 I 


done, (I+A,+1) en vertu de l equation (47.) etant = AN =: 


Ns E . 
45. A,+1 me BER 
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Cela donne, en ecrivant y%k au lieu de %, 


\yk 
456. (LAY —. 
En divisant (455.) par (456.) on a 


4, _ d,4N%.y 
+ +" 


457. (1,41) _d, +1)"y 
ET 


Sı dans cette IRRE on RE a gauche le numerateur et le d@no- 


a um \ 


minateur par (1,41) r(, +D rl, 3, on aura 


A,+1% (1,41 7a, HH) 7 + 


ENTE TH Fa ET 


Dans cette @quation le numerateur ü gauche se tire precisement du deno- 








B) 


ou bien 








458. 








minateur en mettant dans ce dernier > au lieu de k. A droite le nu- 
merateur seroit galement produit du d@nominateur par cette m@me sub- 
stitution, si le facteur y”* n’y etoit pas. 

Pour faire sortir exactement le numerateur ü droite du d&nomina- 
teur par la substitution de k+—- au lieu de k, il n’y a qu’ä multiplier & 
droite, en haut et en bas, par un facteur = %% tel, qu’en y mettant 


ay (x - —) 


1 o . o 
k+— au lieu de k, on ait u ’-—=y”". On voit sans peine que ce 





tacteur sera de la forme 


459. V k = y” k+, A 


ou F est une quantit@ indeterminde, EEE de y, car en y mettant 


1 
a) («+—) 
n -)= ya BE ie 
v( + et nk =)7 Pr 


Donc en derivant au lin de l’&quation (458.) celle ci; 


fi + au heu de k, on a 





2 y—ı 


a0, HN BED TED... 


HT HN TH + 
He + N”.y —yk1+ß u 4 1)", Pour ums, 











4 Hy + 077 v. 








u“ 
% | 


80 $. 45. form. 461.— 44. Sl. Grelie, mdmoire sur la theorie des pwissances, etc. 


qui est identiquement la möme chose, on a une “quation ou les numera- 
teurs a gauche et a droite se tirent pr@cisöment des denominateurs en 


j 1 r 
mettant dans ces derniers ., au lieu de #. 


Done cette Equation sera preeisement dans le cas de P@quation (453.) 
et le lemme (V.) y sera applicable. 

\fl. Suivant ce lemme les denominateurs a gauche et ü deoite, 
et par suite aussi les numerateurs, ne diflEreront Fun de lautre que par 
un facteur 4 independant de y; donc on aura 


1 o 


2 u ER | 
41. (++) + 7... HH) Tel Hstra 
Kaisant dans cette Equation k=0, elle donne 


o 


2 y—ı 


ı 
42. (4,41) "LH Y....d,H) ? ra. 
Mais en vertu de expression (449.), quoon tire du theoreme de Moivre 
. , , f2 . » „ . ’ 
vombine avec les resultats que donne la theorie des facultes appliquce 
aux fonetions angulaires, sans le secours de la formule (436.), on a 














Br PR! WR un or) ’ 
1,+1) d,+1) r....d,+1) ? | * Su, 
done la iorımule (462.) donne 
yo] 
(2n) 
3. vd —— 
y’ 
Gela etant substitu® dans (461.) donne 
y-ı 
2 yo! " 





(27) 


et sl, 
seh +1) y — A-+1)"y a 


— 


1,+1 1,4)" 74, 40) 


ou bien 
) 


#4 +" = IA, +2, +1 +) Teer) 7. 
(27) ° 

Üest la formule de Mr. Legendre (450.) qwil s’agissait de demontrer. 
Nous terminerons ici ce memoire, en nous reservant pour la suite 








la continuation des recherches cur les facult@s analytiques. On sait que 
ves fonetions sont tres utiles dans lanalyse et il est m@me probable, que 
de nouvelles applications remarquables et importantes, par ex. a la röso- 
lution des equations algebriques, en pourront encore &tre faites. 

Berlin au mois de Juin 1831. 





U 
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’ 14 a} .7. « 
32, Lamd et GÜlapeyron, mem. sur Teqwlibre ınt. des corps sol, homog. 38] 


32. 


moire sur ’&quilibre interieur des corps solides 


m 


I 


(4 


14 
icI 
homos£nes. 


(Par MM. Lame’ et Clapeyron, Colonels du Genie au service de Russie.) 


(Snite du m@moire No, 19, cah. 2. et No. 27. cah. 3. de ce tome.) 





Cas d’un corps solide soumis a une pression constante. 
44. 

"Nous examinerons maintenant le cas d’un corps solide place dans un 
uide, et soumis “a une pression constante sur toute sa surface. Si Fon 
prend pour origine des coordonnees, un point queleonque de ce corps, 
que nous considerons comme fixe, toutes les autres mol@cules se mou- 
vront vers ce point d’une quantit@ proportionnelle a la distance 7 qui les 
en separe; nommant U Vespace deerit dans le sens du rayon vecteur, et 
c une constante quelconque, nous avons Ü=cer, ft u=cı, v=cyY, 
w== cz; on en conclut imme£diatement: 

Eee, 2a), 2 ua) AU, Aut), P=JAC, DZ), Aum)Ac, !2=0), Zul), 
Les forces tangentielles Ctant nulles, les axes sont paralleles aux pressions 
principales, et celles-ci &tant toutes ©gales, on en eonclut que la pression 
est constante pour tous les points et que pour chaque point elle reste la 
meme, quelle que soit la direction que Ton coi ısidöre; Tetat d’un corps 
solide dans ce cas ne dilfföre pas de celui d'une masse fluide soumise a la 


meme pression. Si on represente la pression par e on aura 5 JC=P, 
| Fr 


ou dv, Cw 

d’ou e=;g! La dilatation cubique d = =-+7, sur devient alors 
13P7 FETTE 2 ous | u . 
|: — |; on peut done determiner la compressibilite u de tous les corps 
= i 


solides pour lesquels la quantit© est connue. 
On To ve ainsi, pour diverses substances, les r&sultats inseres dans 
la table suivante, (calculee d’aprds les valeurs de 4 du paragraphe 45.): 


RER Compre ‚ssibilit@ cubique pr our une pression de 


t kıl. par mm.c, ou de 100 atım osphe res, 
Ker jorse . 


Li ro — 
® ° r 33333 
. Ei 
ionte . . . . v7 
etain T 
, ira ” “ * a a ° ” 7155)» 
ME E. 
Moni r . " “ . . 755% 


Grelle's Journal d. WM. vil.Dd. 4A. Hit 4J 
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Compressibilite cubique pour une pression (e 


Kecturieec 1 kil. par mm.c. ou de 100 atmospheres. 
Bon : 0 010 000 2 002°. 
7 WE 43955 
mare Bme 0 0 2 0 0 a re ar 
BE’. u A re. rn 3353 
sapin FOUgeE © © 0 0 0 0 e 0 2 . gi. 


On sait que Mr. Perkins a mesur@ la compressibilit& de leau au 
moyen de l’experience suivante: Ayant plac& une cloche de verre remplie 
d’eau sur du mercure, il mit le tout dans une presse hydraulique, et porta 
la pression jusqu’a 2000 atmospheres; le mercure monta dans lintdrieur 
de la cloche jusqu’a une hauteur quil dötermina A Yaide d’un flotteur placc 
a la surface du mercure, et que le metal liquide poussait devant lui; lors- 
qu’on fit cesser la pression, Peau passa par une ouverture menagee dans 
le flotteur, qui resta en place, retenu par le frottement exerce sur les parois 
de la eloche. Mr. Perkins trouva, en negligeant la diminution de vo- 
lume eprouv@e par la matiere dont la cloche dtoit composde, que l’eau s’etoit 
comprimte de „z par la pression exercde de 2000 atmospheres; ce rdsul- 
tat correspond a une compression de 54; pour 100 atmospheres de pression. 

En comparant ce dernier resultat aux nombres de la table pree£- 
dente, on voit que la compressibilit@ des corps solides est ü peu pres de 
l’ordre de celle des liquides, et que par consequent Vexpcrience de Mr. 
Perkins doit &tre corrigee par la connoissance que lon peut avoir de la 
compressibilit@ de la maticre qui renfermoit leau soumise a Texp£rience; 
supposons que cette derniere compressibilit@ soit d, que Ö’ soit la compres- 
sibilit& du liquide, observee en negligeant d, il est aise de voir que la ve- 
ritable compressibilit@ du liquide aura pour expression: (-+3)(1— 0), ou 
simplement (+ ö). 

Or on @value lalongement du verre, sous une traction de 1 kilogr. 
par zmum.c. a 0,00011; ce qui donne pour # le nombre 3600, et pour 
la compressibilite du verre z555, sous une pression de 1 kil. par mn. c.; 
Mr. Perkins ayant trouve z15 pour la compressibilit@ de l’eau, ce rdsul- 
tat corrige est eflectivement [235 + #555] 0u 255° 


Cas d’un cylindre creux indefini. 
45. 
Nous allons examiner maintenant le cas d’un cylindre creux, ä 
base eireulaire, termine pas deux couvercles, et soumis, interieurement et 




















zZ 
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02 


extdrieurement “a des pressions difförentes, mais constantes chacune sur 
toute l’dtendue des surfaces sur lesquelles elles agissent. Si la distance 
ri separe les deux couvercles est infiniment grande, et que l’on considere 
des points du cylindre intermddiaires, et places a des distances infinies de 
chacune des extr@mitds, les tractions qui r&sulteront, dans le sens des are- 
tes du eylindre, des pressions exerctes sur les deux bases se distribueront 
esalerment sur toute l’epaisseur. On voit ainsi que chaque molccule se 
moura dans un plan me£ridien, d'une quantit@ dont la projection sur le 
plan d’une section transversale du eylindre sera fonction de sa distance a 
laxe, et dont la projeetion sur cet axe sera le produit d’une quantit& con- 
stante, par sa distance a un plan fixe perpendiculaire aux arctes. 

Si lon prend ce plan pour celui de xy, et laxe du cylindre pour 
celui des z, qu’on nomme 7 TVespace decrit par chaque molccule dans le 
sens du rayon, 7 sera seulement fonction de la distance r a Taxe du 
point que l’on considere. Cela posd, c representant une constante indeter- 


minee, nous aurons, en conservant les notations adoptces: 




















"=aıry, u=/ —, =, w == cz. 
On deduit de lü | i 
r oV N V ; F =) 
eu de Pu | Or -) Sa Mi ER X er r 
a ey: . ” " er Kr ex? Ey F y: — r - u Fra 


Y 


ou ,c oF 
a a 
+ et 
Dapres cela, des trois Cequations d’equübre ($. 8.) la troisieme se 


trouve immediatement satislaite, les deux premieres donnent toutes les deux: 





ale + 
.. - ‘ i u 0, do +£ == 28, 
On en deduit: ee re ar+, 
a et 5b etant deux constantes arbitraires, et par suite: 
u = er -+b.5; = ay+b.S; w== cz 


L’ctat des pressions, en chaque point du eylindre, est alors donne 


par les &quations suivantes: 











Xu 0, D OZREEED 2.5.10 Vo A(ta+c—2.77) 
r* „ 

Pad, = Aldatc+ =, Y = 17 

Zz’—= Aa+3c, Z=0, 2 = 0; 


il reste ü determiner les constantes co, b, c. 49° 
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46. 
Aclı ii nar > ya in 2 Be ] . 
Designons par A le rayon de la surface intdrieure du cylindre, et 
. M .,, 
par P la pression sur Tunite de surface, exercde par le fluide qu'il con- 
. . y snır « r Es . 
tient; par R’ le rayon de la surface exterieure, et par P’ Ia pression du 
flnde environnant. Pour y=0 eter=r=R, on deit avoir =—P, 
’ . un " Br a r/ Eu / . ı pr 
et pur y=Vetr=x=Ä, XÄ=—P. Side plus on suppose, qui 
n’y ait pas d’autres pressions exercdes sur les bases, que celles qui resul- 
tent des fluides interieurs et extcrieurs, le produit de la force constante 2” 
par la surlace annulaire, qui sert de base aux parois du cylindre creux, 
devra ötre egal Aa la resultante de ces pressions. On determinera donc les 
constantes @, 5b, c par les trois @quations: 
94; 
nn > FT — 1 — PP! — . 
I — Altc+e =)» / Alta+c— =); 
5 71/2 ZZ \ } 
RP—R"P= 4(20-+30)(R"—R); 


dou lon tire: 








[8 2,2 
c R PR? __ ar b PR” P-—P!' 
Q m r PR >2\9 u 1 ci 5 37? . Br 
AH — Mi?) 2 A(lv’— RB?) 


en l'on substitue ces valeurs de a, d, ce dans u, v, w, 0, P; X", Y", zZ; 
r >» . ld ” . . 

X, Y,Z,X,Y,Z; on aura les resultats suivans qui contiennent la so- 

lution ie de la question que nous nous sommes proposce: 





















































„— PR’—P'R" NEM P—_P Rn. 
5A(R’<R®°) SARFZRE 
PA PR°_— PR" uaj P—_Pr 2 R?% 
EART—_R:2I Ta Ft 
U PR? hen Li, Du DR R?:R'? 
f = u ie ze 
5A BR‘ == 0) 4 (R"—R°)* r ’ 
” PRI-PRO ou... PR PR 
’ eg R:)”? 9° d{R”’—. ’ 
vu u ___20y R?2R'?( —P') vo PR:-_-P' R’ R? nt’? (P - Pr) (2?— 7?) 
_ _—- . mm r‘ . ),2 a, nr — Re R: tERer a . 372 y z jr 
Mi u 5 7 R — RAR: 
y 2 ( Y’= PR?’—P' R 4 N h® 5. 2 (PP (2?—y?) Y Iry R’R'"®(P—P') 
Te) nn . z — = — Bu 
UV, _ Rr_] n2 E Jr R-—R'": 3 y4 Rr—_ R2 s 
PR®—P'IR" _ 
Zi in 923 ze=0 Z==:0. 


— [ı 


Si dans lexpression de 2’ on fat y=0et x=[r, on aura l’expres- 


sion de la force qui tend a dechirer le eylindre suivant un @l&ment situd 
PR:—PR’: R=:R'"’(P-—P' 





? _ “. y°. . 
« “ ) « 1% 7) x . 2 a‘ ar7 o — — © 
dans un plan meridien; elle devient: m: za (RP psy 3} Sion 
la multiplie par dr, et qu’on Tintegre entre les limites A et R’, on aura, 
en prenant le double de l’integrale obtenue, la force totale qui tend ü ronm- 














Ir 4 
# 
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pre le eylindre suivant un möme plan meridien, estimee sur une portion 
de la hauteur, @gale a lunit@ de longueur; on trouve ainsi pour cette force 
totale, 2(PR—P’R‘); ce resultat est egal a celui que Ton obtiendrait, en 
’ ’ 8 h) 
cherchant direetement d’apres des prineipes connus d’hydrostatique, la force 
. x . ” . «’»  _* \ 
aui tend a briser un tube soumis, interieurement et extcrieurement, a des 
pressions dillerentes. 
La force Y’, correspondante a y=0, et r=[r, £tant, comme on 
PR®—_P'R® , RR"(P—P‘) 
R”"’— RR? un nn ı 


minue depuis la paroi interieure, ou elle se reduit af 


‚ est variable, et di- 
P(R2--RY)—2P'R”® 








vient de le voir, @gale ä 














RR 2 RB: u 
FEERR? a OSPR®— P(R?-LR') 
jusqu’ä la paroi exterieure, ou elle n’est plus que i Ar a ed ; etül 


est a remarquer qu’a ces deux limites, Y’ differe de P—P‘. 

On suppose ici, pour fixer les idees, que la pression interieure P est 
beaucoup plus grande que la pression exterieure P‘, en sorte que les quan- 
tites (P—P'), (PR— PR”) sont positives; on conservera la m&öme hypo« 
these dans ce qui va suivre, 

41. 

Tout etant semblable lorsqu’on change de plan me£ridien, il sufüt 
d’etudier la loi suivant laquelle varient les pressions dans un queleonque 
des plans meridiens; nous choisirons le plan des zw; y Ötant nul; on 
trouve alors, qu'il ne reste plus que les forces normales Z, F', A, et 
que les forces tangentielles X, I; X, 2’; Y, Z sont sa c’est-ä- 
dire que les pressions ou tractions principales sont: 











PR?—P/R" e De 

— He” ee a laxe des z ou aux arctes du cylindre, 
PR2-—P/R® | R2R®(P— 

—Re—Re TTERR_ ag - , perpendiculairement au plan möridien, 
PR®—P'R® | R2R*(P—P\) | | 

APR: (RP > dans le sens du rayon 7, ou de laxe des x. 


.\ u . 

Cette derniere quantit© est negative pour toute valeur de r<R'; 
nous aurons done autour d’un point queleonque, place sur laxe des x ü 
une distance r de Taxe du cylindre, des tractious et des pressions; leurs 
valeurs numeriques et leur directions seront donndes par les rayons vec- 
teurs de Vellipsoide, represente par V’equation: 
x'* y" z„’? 
er EEE er ER®(P- er "(ER Eu RT 

R"-R® r?(R”-R?) _R: -) 




















R’-R® TT2(R’IR®) 
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l’our toutes les direetions comprises entre laxe des x’, et la surface coni- 
que, reprösentÖe par l’&quation 
„a y' 

— DPI DPp ’»Pp2 Tr 22 iTDER 22 92,2 Fr , ; =V, 
RRP_P) PR®-PR" T PR-PRF R°RP—Pn) T PR_PR 
r2(R'?_ Br 23 __nN2 22 __R=2 r(R?"—_R:) RF’_R: 

on aura des pressions; hors de cette surface ce seront des tractions; le 

. ’ \ s) ® A 
passage de lun des etats a lautre se fera sur la surface conique elle möme. 

Le plan sur lequel agit une pression ou une traction quelconque, represen- 

(Öe par un rayon veeteur de lellipsoide, sera parallele au plan tangent 

passant par Vintersection du rayon vecteur, prolonge s’il est necessaire, 

avee Yun des hyperboloides representes par l’@quation que lon obtient en 
egalant a +1 le premier membre de la dernicre @quation. 


? „/2 




















La traction maxima est reprösentee, en grandeur et en direction, par 

: grand axe de lellipsoide parallele a laxe des y, en sorte que le cylin- 

dre ereux propose tend ü serompre ou ä s’ouvrir, suivant un plan meridien. 
48. 

Si Ion suit le pr@cepte donne par les meilleurs constructeurs 


k 
Ki 


jui recommandent de ne faire jamais supporter aux wmaferiaux «que 
!on emploie, un ellort qui excede la limite de l’elastieit@ de chacun 
deux, le rayon exterieur AR’ deyra ötre determine de manicre ä ce «ic 


P(R2£R")—2P’R' o j ‚ 
1 martät mad -, ou Ja plus forte des tractions maxima, ne depasse 


jumais eette limite. On sait que cette limite est environ de 14 kilogram- 
nes par zmm.c. pour le fer forge, de 10 kil. pour la fonte, de 6 kil. pour 
ie metal des canons, et de 4 kil. pour le laiton. Soit a sa valeur pour 
une substance quelconque, on posera: 
P(R? AR) 2 PR“ 
RR: 


m - A p+a« ) 
u. 2p—p-+ta P 





= (, 








Si p=?p-+a, cette expression devient infinie; elle serait imagi- 
naure si Don avait p>2p Ha; d’oüu resulte ce fait important: quelle que 
soit la nmatiere qui compose un cylindre ereux, lorsque la pression inte- 

e . , . I * s .,, 
woure, diminude du double de la pression exterieure sur Funite de sur- 
lace, sera Ögale ou supÖrieure au plus grand effort ‘que Fon peut faire 
supporter, sans alt“ration permanente, a une tige de la m&me matiere 
ayant une section Ögale A Tumit® de surface, il sera impossible de satis- 
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faire ü la condition @noncde plus haut; et quelle que soit I’paisseur du 
cylindre, ses parties int@rieures eprouveront une alteration permanente. 

La pression atmospherique est d’environ 0,01 kil. par millimötre 
carr&; si done on nomme z le nombre d’atmospheres exprimant la pres- 
sion qu’on ne peut depasser dans un cylindre de fer forg@, 'sans produire 
ıne alteration permanente, on aura: 2.0,01—0,02 = 14, dou n — 1402. 
La limite que lon ne peut depasser est done de 1402 atmosphcres, dans 
un eylindre de fer forgC; on trouve de mä@me que cette Iimite est di 
1002 atmospheres pour la fonte, de 402 pour un cylindre de laiton, et dı 
602 atmospheres pour le metal des canons. Pour des pressions införi 
res aux limites que nous venons d’assigner, mais qui en diff@reroient peu, 
on seroit oblige d’adopter des dpaisseurs enormes, inadmissibles dans la 
pratique, si l’on voulait eviter les alt@rations permanentes. 

Mr. Perkins, dans les experiences dont les journaux ont rendu 
compte, sur la compressibilit© des liquides, a pouss@ la pression dans Tin- 
terieur d’un cylindre metallique jusqu’a 2000 atmospheres. Ge fait n'est 
pas une objection au resultat que nous venons d’annoncer; il est possible 
que si lexperience eut &t@ prolonge pendant un intervalle de tems sulli- 
sant, le eylindre se füt brise, ou qu'il füt arrive quelque chose d’analogıe 
A ce qui se passe, quand on suspend & une tige de fer, un poids qui dd- 
passe 14 kilogr. par millimötre. 

Lalt@ration des bouches a feu, apres quelque tems de service, ou 
lorsqu’on leur fait subir des epreuves trop fortes, est due sans doute ä la 
meme cause. Il suflit pour cela que la pression developpee par lexplo- 
sion de la poudre approche de 602 atmospheres. 

Remarquons toute fois que Vexperience qui a servi ü determiner 
la limite a, consistait dans la suspension d’un poids a une tige, du metal 
que lon voulait Eprouver, et que cette tige n’Cprouvait lat@ralement d’au- 
tre pression que celle de l’atmosphere. Or dans le cas que nous considc- 
rons, un prisme d’un millim. carre de section, plac@ dans l'interieur de len- 


veloppe eylindrique, pres de la paroi interieure, et perpendiculairement au 


.1.. “ . P R? RN 2P RR" 
plan meridien, @prouve bien une traction &gale A \ "3 
— 





mais ind@pendamment de cette force, il est presse, dans le sens du rayon, 


par une force @gale aP, et dans le sens de l’aröte du cylindre, il est tirc 
PR?:--P/R’? 





par une force &gale d —r—ps—; or il est possible que la plus grande 
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traction, ü laquelle on puisse soumettre une tige, dans le sens de la lon- 


’ . x ® . 
yueur, sans alterations permanente, varıe avec les pressions laterales aux- 
o . A [4 s . 
quelles la tige pourroit etre exposce. LÜest une question sur laquelle 
experience n’a pas prononce jusquiici. 


4 
x 
49, 


On suppose dans la pratique, «me la force qui sioppose ä la rup- 
ture, est distribuce uniform@ment sur tous les points de Pepaisseur du 
erlindre; en partant de cette hypoihöse, et eu negligeant Faction que peut 
„voir la pression qui a lieu dans le sens du rayon, et la traction qui s’exeree 
dans le sens des arötes, on calcule la grandeur du rayon exterieur au 
moyen de la formule: 





> 1 \ . . R' I r ad 
FEN > — d ’ 2 » PER ——— - “ 
a(R—R) = PR— PR’, d’ou lon tire FR = Ps 


ce rusultat differe essentiellement de la formule deduite de notre theor!e. 


am 15 f m Y( p-+a ) 
SIEN20F U v 2p'-a—p . 


ii est a remarquer pourtant «que lorsqu’on emploie des cylindres 
metalliques, et que lon ne considere pas des pressions voisines de celles 
jai donnent 2p a —p=0, ces deux formules conduisent Aa peu pres 
au möme resultat: si, par exemple, on cherche le rapport du diametre 
extörieur au diametre interieur, pour le eylindre d’une presse hydrauligue 


en fonte, dans lequel la pression doit Ötre portee a 100 atmospheres, notre 
Rh’ 634 R‘ n 

lormule donne — = 1,104, la formule ordinaire donne 7 = 1,099. En 
ı ı 

general cette dernicre donne des Epaisseurs toujours plus petites, et la dil- 

frence des resultats dounes par les deux formules est d’autant plus grande, 


y 


que Ton eonsidere des pressions plus considerables. 
30. 


. - . > - #9 
Nous terminerons cet article par une application numerique, pour 


.. 
. 
mn 
[27 
. 
"rk: 
.. 





donner une idee des ayantages qui rösultent pour la pratique de notre analyse. 

Soit propose de determiner ce qui se passe dans l’epaisseur d’un 
eylindre ereux indehni de fer forge, dont le diamötre interieur est de 8 
‚eeimetres et le diametre exterieur de 8,4 d@cim.; on suppose que la sur- 
\ace exterienre est soumise d la pression atmospherique et que la pression 
interieure est de 10 atmosphäres. 


. . 7. > ” [4 “oys % 
Ku prenant 10 metres pour la hauteur d’eau qui fait equilibre a Ta 
HPESKION atmospherique, on trouse 


que cette pression exerce, sur un mil- 
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limetre carre de surlace, le meme ellort qu’un poids de 0,01 kilogrammes, 
Si l’on prend, dapres celä, le millimötre pour unite de longueur et le kilo- 
eramme pour unit de poids, on aura: 
R= 1400, R= 420, p=(,)l, p = 0,01; 
rappelons en outre que le co@fhcient 4, caleule pour le fer forge est egal 
a 8000 kilogrammes,. 
Les formules du paragraphe 46. donnent alors: 
X’—=0, Y'=0, Z/=0,8677; X=—309800,, Y’=0,8677+154900 ee, Ze; 


pP} Pe? r 
\= 0,8877 — 154900 ——, Y=-309800 7, Z=0; 7—=0,0004169 r+); 
> 


r* 
u —=0,00002169 + 9,65, v = 0,00002169 y + 9,6 er. w —= 0,00002169:. 

On trouve ainsi que la force qui tend a rompre le cylindre, ou ä 
louvrir suivant un plan meridien, diminue depuis la paroi interieure ou 
elle est de 1,83 kil. par mn. c. jusqu’a la paroi exterieure, ou elle n'est 
plus que de 1,74 kil.; le fer pouvant porter, sans alt@ration permanente, 
jusqu’‘ü 14 kil., on voit que le eylindre a une force 7 a 8 fois plus con- 
siderable quil ne seroit rigoureusement necessaire. 

Si dans l’expression de U on fait r—=400, on trouve: U = 0,033 mm. ; 
si ony fait r—=420, on trouve U = 0,052 mrm.; on voit ainsi que le cercle 
interieur se dilate plus que jle cercle exterieur, et que la difference des 
dilatations de leurs rayons est de 0,001 mm. 


Cas d’un cylindre soumis a une torsion, 
31. 

Imaginons maintenant le cas ou dans un cylindre que nous suppo- 
serons plein et indefini, chaque molecule, sans sortir d’un plan perpendi- 
culaire a laxe, et sans changer de distance r ü cet axe, deerivait un arc 
de cercle proportionnel ä r, et a la distance z qui la separe d’un plan per- 
pendiculaire aux ar&tes du eylindre, et suppose fixe. Si, independamment 
de ce premier mouvement, chaque molecule se rapproche de Vorigine des 
coordonnees, prise au point diintersection de laxe du eylindre et du plan 
fixe, d’une quantit@ proportionnelle a la distance qui la s@pare de cette 
origine, ensemble de ces mouvemens sera exprime par les formules 

u= —wzy—a vz=wsxı—ay w=—.az, 
en prenant le plan fixe pour plan des xy, et laxe du cylindre pour axe 
des z; w et a @tant des constantes indetermindes. 


Crelle’s Journal d. M. VII. Bd. 4. Hft. 50 
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Les valeurs precedentes de u, v, w, verifient immeddiatement les 
Equations d’equilibre ($. 5.), et on trouve, pour les composantes des pres- 
sions qui agissent sur trois plans paralleles aux plans coordonnds et pas- 


sant par un point queleonque, les formules suivantes: 


ZU nr wy, AÄ— 0), X —oIAa, 
"= Awx, u —)Ja, Y = 0, 
Z' — —9)jhAa, Z' — dwx, Z = —Awy. 


Sans entrer dans de plus grands details, il est aise de voir «que 


4 » . . 1 7 
pour y=0, Z=0, et que consequemment la force qui agit sur un dIC- 





« 


ment plan tangent au eylindre, est normale a Ta surface eylindrieme, et 
egale a —54Aa. La rösultante des forces — fFwy et Jwx, est egale ü 
dwr, et agit perpendiculairement au plan meridien, correspondant au point 
que lon considere. 

II resulte evidemment de lü que le cas que nous considerons, esi 


, 
k 


celui d’un eylindre droit, a base cireulaire, plonge dans un Auide soumis 


et inferieure, est sollicite par une force de torsion proportionnelle ü La 
distance de laxe; cette force agit en chaque point, perpendieulairement 
rayon r, et parallelement aux bases, elle a sur chacıme d’elles une diree- 
tion opposce; nous demontrerons plus tard que e’est le cas d’un eylindre 
“ ’n . . \ > u r . f} \ > 
indefini, soumis a des lorces de torsion quelconques, appliquees a des points 
{res Eeloignes du eylindre, relativement 4 ceux qui sont dans le voisinage 
de lorigine des coordonnees. 
53; 

Le moment de la force de traction sobtiendra en ellectuant dans 
toute l’etendue de la base, la double integration Ajj wr'’örcd; on trou- 
vera, en designant par MH ce moment et par Ä le rayon exterieur du cy- 


’ a AwR* Ä ’ 2M | 
lindre: ——=M, dou w= Tomi Sı lon suppose de plus que la 
- KL: Li 


pression du Auide exterieur au cylindre ne soit autre que la pression 





atmospherique P, on aura egalement: 


„ ie P 
p=IAdc, du am 7g° 


Les constantes vo et @ etant ainsi connues, nous trouvons, en les 


substituant dans les formules de Vartiele preeedent, les resultats suivans: 


2My 1 E M P ) 
U m — am = — = — — I ——ıy 4 —: 
Ka BR’ 20, X e . Z\aRe} E= 2), 
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Oo 
2. t /2M P 
Ye — — Y=—-P Y=0(, vv —I- Se— —Yy 
ılt* a : A \nh* u 
> Mx 2 My P 
z1= —P, Z!=—., Z=2—- — u=— —z. 
ıR zR 9A 


, 


“ [| “ 
On trouvera langle de torsion en prenant la valeur de — qui cor- 
2 


respond a y==0, ou celle de qui correspond A x==0, on trouve ainsi 


: 2Mz . ; ’ 
pour Son expression 5 Cr qm apprend «que pour une meme lorce 


l{ 
Y 


® . x ° ” 
Fangle de torsion est proportionnel a Ta longuerr «u eylindre et en raison 


Dem 
c 


inverse de la quatrieme puissance du rayon; rösultat conlorme ä lex- 


Prience. 
Si done on determine pour plusieurs substances lansle de torsion 
. x Eu » 
qui correspond ä une longueur connue, et a une jorce de torsion aussi 


determinde, on pourra en deduire, pour chacune d’elles, la valeur du cocl- 
u. % MM z , i 
licient #. Si Ton prend les valeurs de E72 donnces, dans la physique de 


ww - » °| . f . \ 
Tr. Biot, pour le fer et le laiton, et tirces des experiences de Cou- 


'omb sur la torsion, on trouve: 


4 = 74953, pour le fer, 
4 


4 


224=, pour le laiton. 
Des experiences, sur la tracticn des corps dans le sens «de leur longueur, 
‚ h 4 ‚ g { .. . > Ey I 
nous ont donne d’autres valeurs pour 4, qwil est important de comparer 
eelles-cei: nous avons trouve: 
A — SOOO, 


{= 2510, pour le laiton; 


pour le fer, 
eos nombres dhfferent, le premier de 7;-"; Nautre de „5° environ de ceux 
gue nous venons de d@duire de la torsion; cette difference est assez petite 
. \ . „ . . (4 ro 
pour ne pouvoir etre attribuce qu’aux erreurs inscparables des experien- 
ces faites jusquwieci sur la traction des corps dans le sens de leur longueur, 
im ame Rn. hee de d  resul : ‘ 
ei nous eroyons voir dans la coincidence approchee de deux resultats, de- 
duits d’experiences d’un genre si diflerent, Tune des preuves les plus frap- 


pantes de Texactitude de notre theorie. 
La preeision qu’on peut apporter aux experiences sur la torsion 


des corps, nous les font regarder comme le moyen le plus exact qu'on 


puisse employer pour la determination de 4, et il serait a desirer, que 
(les recherches, entreprises dans ce but, permissent de trouver de valeurs 
, N Iı N le N 5 2 de k Aciat: » les > N] solides 
plus certaines de cet element important de la resistance des corps solides, 
50 * 
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53. 
Passons “a la recherche des pressions ou tensions principales. Eilles 
sont @gales aux trois racines de l’@quation (30.) du paragraphe 32., qui, 
dans le cas dont il s’agit, devient: 
2M 2 M\? 
?* 


P+3PP+ 13 P_ ee] +7] e+P IP (m) + >] =. 


Si on pose @&’-+y’=r’, cette “quation peut s’eerire sous la forme 
2M 


2M 
(€+P) (£ TFT mer) (EP r) 
les trois pressions principales sont ainsi: 
n 2M 
A=—P, B=— (P+ Zar), = —P+ 





2M 
ıR* 
Si lon substitue les valeurs de B et C dans les @quations du para- 





”. 


sraphe 32., on trouve: 
„d -/yr or’ zul z!r 
x y xy x Y CY 
pour les &quations des plans sur lesquels agissent les pressions prineipales 





B et C; il est aise de voir que ces deux plans sont perpendiculaires en- 
tr’eux, que leur ligne d’intersection rencontre l’axe du cylindre, et est 
parallele au plan des xy, et que leur inclinaison sur le plan des xy est 
la möme et egale a 45°; quant a la pression A elle agira sur un plan 
perpendiculaire aux plans dont les @quations pr&cedent et dans le sans 
de leur intersection. 

La connaissance des pressions principales, de leurs signes et de 
leurs directions, donne la loi du ph@nomene que nous @tudions. Si on 
prend pour nouvelle origine le point que l'on considere dans linterieur 
du ceylindre, le rayon r correspondant pour axe des x,, et pour axes 
des y, et des z,, deux lignes, inclinees a 45° sur la base du cylindre, dans 
un plan perpendiculaire a la distance r, les pressions exercees sur le point 
pris pour origine seront toutes representees, en grandeur et en direction, 
par les rayons vecteurs de lellipsoide, ayant pour equation: 

2 u 
Rt7r met TE 
Am em 


et chacune d’elles agira sur un plan parallele au plan tangent a Tune des 








== 1; 





surfaces comprises dans Fuation : 
x 2 
- . - —- tt Hl 
P Wr + Mr en 
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au point ou cette surface est rencontree par le rayon vecteur. Dans le 


voisinage de l’axe des z s’exerceront des tractions toutes les fois que P 
2Mr, 
ıR*’ 
contraire des pressions, et le passage des tensions aux pressions se fera 
sur le cöne asymptotique ayant pour @quation: 


sera moindre que dans le voisinage des autres axes nous aurons au 








2 2 a 
u me Dr + 5 =(. 
<.ıır ‚ır 
Pr, Prim 
2Mr “ (4 
Lorswe P=—;, ou P=0, on aura le cas trait@ plus haut. 
nh 
Mr Er [4 u “ 
Lorsque zz sera moindre que P, les forces exercees autour du point 


eonsider& seront toutes des pressions. 


54. 
° . [4 3m . 
La traction maxıma etant @gale a — P-+ er]; on devra faire 
ıR 


ensorte dans la pratique, que sa plus grande valeur, correspondante a 
r=R, ne depasse pas le maximum de traction, que l’on peut faire sup- 
porter a la substance que l’on se propose d’employer, sans quelle Eprouve 
d’alt@ration permanente; ce maximum est de 14 kil. au a rn.c. pour le fer 
forge&; le plus petit diametre d’un cylindre plein de fer forg®, capable de 
resister a une force de torsion dont le moment seroit M, sera done de- 


‘ 


termine par l’equation: -mp = 14+P; si la pression P est celle de Tat- 


mosphere, ou @gale a 0,01 kil., on pourra la negliger, et Ton aura sim- 
OM , \ ( % . 
„z—=14, dou M=NRR. Cest-ä-dire que le plus grand 


J ı 





plement 


effort que l’on puisse faire supporter a une barre de fer, soumise A une 
torsion, et dont le rayon est R, a pour moment 22 R’; le moment dtant 
egal au produit d’un poids, exprime en kilogrammes, par un bras de le- 
vier exprim@ en millimetres. Pour la fonte on aurait M=15R. Si 
lon juge a propos de ne faire supporter au fer que la moitie de Veffort 
maximum, on tombe sur les formules: M=11R’ pour le fer, Y—=7R’ 
pour la fonte, qui coincident sensiblement avec celles que donneM. Tred- 


gold dans son ouvrage sur la force du fer coule. 
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Gas d’une sphere dont toutes les parties gravitent les unes sur les autres. 
99 

Considerons d’abord le cas d’une sphere dont tous les points s’at- 
tireroient suivant ume force agissant en raison inverse du quarre de la 
distance. On sait que dans ce cas la resultante des actions exercedes par 
la masse entiere,. sur une mol£deule melconque, est une force unique di- 
rigce vors le centre et proportionnelle a la distance qui len scpare. On 
‚oit qu.alors chaque molecule devra se mouvoir vers le centre, d’une «quan- 
te qm sera lonetion de cette distance seulement, 
Dapres cela, si Fon nomme U Tespace deerit par une molecule 
dans le sens du rayon, par r sa distance au centre pris pour origine des 
eoordonndes, et par C une quantit© constante positive, en conservant diail- 


leus les motations adoptces jusquici, on aura: 
r A r YV ’_ A 
um UL — {| v=uU-, w=/ — . 
F m Br“, 


r—yYfla +Yy’+ 2”), X, — —Ür. Fr = — Cy, Z, u —Gz, 


On reconnoit immediatement que u, vd, w, sont les co@fliciens dif- 


[rentiels par rapport ä x, y, 5, d’une möme fonetion /Udr, done on aura: 


lt ( { CO Ki ( [Zi ( l ( uU g r [4 ..n7 C} 
=, = —, — ——. ÄA,Y,Z sont esalement les co@fficiens 
3 ON 077 Erz * OZ DV s 
.ıyyr 2 . » . 7 PR >- - N. j E 5 .. N 
diilerentiels «une meme fonetion m 5 ° Les equatlons d equilibre (S. 8.) 
Sn ) duisen alors Ar 
f ( « co ( o.r® eh ( ( "u 
} = '& 53 u —_— .——, ® vunN r ie 
r Pr | c4a 0) 3A oY ’ 2 ( 
I 
Pr { ’ 
HH — rn, 
‘ı) / [1 r 
- “ Yo 
r, BES "ER. ß CU oO Et nn C I f 6 
ae eiant une consiaute arbirare; or = — | 2= wi Zn se ar Z 
CA GY ÜxX or l 
y TA done: 
( L 4 z ( 
+ ZU ra. 
} } 28 


. } 4 . n & . \ ‚ “ - 
Sion multiplie cette equation par r’c’r, et que Von integre eusuite, on obtient: 


# C 3 (dl 2 
Desurt+ertt; 
U rd r 


y r 
Stant une nouvelle eonstante arbitraire; or si nous remarquons que, fa 
phöre etant pleine, r=0, ne peut pas donner U infini, nous en con- 
eluerons que la constante 5 doit ötre nulle: on a done simplement 


( ( 
Dam rar 





0A JE 
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“Fu 


Pour determiner la constante @, nous supposerons, qua une di- 
stance R du centre, la pression soit nulle sur toute la surface spherione; 
or la pression exereee perpendieulairement “ la surface, au point ou oll 

’ . ’ \ 
est rencontree par laxe des x est egale & 


{Ir ou 3a Te zu 
je; I4 ' ) - — Pr n2 ö 
a "a u De pe u Rt - 
ex 24 


a 11 c R? 


on obtient, en “galant cette quantit@ A zero; 9 = 775.733 Substituant 
O ee | 
cette valeur de a, on trouve, pour U et $ les deux valeurs suivantes: 
2 
U=— ZrrR—n), = — (Ron). 


I rösulte de la que dans le cas qui nous oceupe, chaque moleeule 
£ . . ’ . u . \ 
sapproche du centre d’une quantit@, qui croit en savancant du centre A 
la surface, atteint son maximum quand r = Äyz et diminue au de \ü. 


. 4 . D 
Les composantes de l’espace deecrit, par rapport aux trois axes, ont pour 


expressions : 
u=— zb -@+trte)), 9=— zb tr+ 2), 


cz ” al 
— 76 ı — (ce +y’+ 2)), 


96. 





U == 


Examinons maintenant la loi, suivant laquelle varient les pressions 
autour d’un point quelconque. Prenons pour axe des x Te rayon corre- 


\ . . 
spondant a ce pomt, Nous aurons y—V, ze) 2==r, pour les coordon- 


nees: nous trouverons alors: 


a D=- ag IB’); A0, f=— = (11R’—- 77°), 4’==0; 
I 


11c 


X=— (Rn), Y=0, Z=0. 
U 


Les forces tangentielles etant nulles, nous voyons que les pressions 
principales sexercent paralleölement aux axes coordennces; il sera done 
facile de d@duire des principes £tablis ci-dessus (seconde partie de ce me- 
moire), la variation des pressions autour du point considere. 

L » „ 3 . x . 

Appliquons les formules precedentes au cas d’une sphere solide dm 

‘on egal A celui de | R hose que | ds de 
rayon egal a celu de la terre, cÄ ne sera autre chose que Te youds de 
Yunite de volume de la matiere dont la sphere est composce, NOUS Lappe! 


Ö ' 
lerons d; on aura done a et l’on en conelura que les pressions prin- 


eipales seront: 
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d " D“ r® \ 
— (11 R— / ) parallelement aus axes des z et des y, 


30 FR ng 
110 er \ % 
ne (R— 7) parallelement a laxe des x; 
U R ’ 
la dilatation sera exprimde dans le m@me cas, par -3&r—Z)l. 
. 6RN\S R 


On voit que ces pressions principales different d’autant moins les 
unes des autres, que r est plus petit; elles sont @gales entr’elles au cen- 
tre de la sphere, et ont en ce point leur plus grande valeur, qui est &yale 
au poids d’une colonne qui auroit pour hauteur les 353° du rayon terreste. 

La pression exercee dans les sens du rayon, sur un dl&ment plan 
qui lui serait perpendiculaire, pour les points places a une petite profondeur 


: \ ‚ 11d R—h w 

/, de la surface. sera donnee par la formule: 5% (r-EZI], ou 
-öhl, em negligeant % par rapport a AR; ce resultat ap- 

prend quü une petite profondeur % au dessous de la surface, la pression 


sımplement I— T 


exereece dans le sens de la verticale, est egale aux 14 du poids d’une co- 
lonne formee de la matiere solide, dont est composde la sphere, et qui 
auroit ? pour hauteur. 


Ouant aux pressions dirigees dans les plans tangens aux surfaces 
spheriques concentriques a la sphere proposce, et exerc@es sur des plans dia- 
incetraux, elles seront @gales, pour les points voisins de la surface a [#0 R], 
ou au poids dune colonne, ayant la portion de surface plane que l’on con- 
sidere, pour base, et pour hauteur les „; du rayon de la sphere pro- 
posee. Il est tres possible que des forces comparables ü cette enorme 
pression, ayent jou® un röle important, dans les revolutions qui ont suivi 
ia solidification des premieres couches du globe que nous habitons. 


Gas d’une sphere creuse 
37. 

Exarminons maintenant le cas d’une sphere creuse, soumise interieu- 
rement “a une pression constante tendant a la faire Eclater, et entourde 
un Auide d’une pression pareillement constante. Soient R le rayon de la 
paroi interieure, P la pression qu’elle supporte, R’ le rayon de la surface 
exterieure, et P’ la pression du fluide environnant; on peut conserver les 


uemes notations que dans le cas precedent, on sera conduit aux m&mes 
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32. 
calculs, mais comme nous ne supposons plus qu'il y ait une force centrale, 


on aura c=0, et simplement: UV = at —e 
> 


Les pressions exercdes sur tous les points de l’epaisseur de la eroüte 
spherique, seront alors donndes par les formules: 


























r a. _ 3x r 2? _r: 
Xt—=__2 Ab. = _—9Ab 3 ” et 
r® N r 
2 327 5 wi s 
YY——2Ab. äe h. Asa ) Y- ee 
I) p’ 
5 3z2?—r? 3zYy ya 
' r’ x r’ ’ 
Si dans la valeur de Z” on fait s=r=R, on devra avoir Z'’=— P, 
si lon y fat s=r=#HR'‘, on deyra avoir Z’—= —P'; on obtiendra ainsi 


deux &quations de condition, d’ou l’on d@duira les valeurs suivantes des con- 
stantes @ et b: 

PR?—P'’R’ 
7° 4(R"—R:)’ 
Si lon substitue ces valeurs dans Z’ et que lon fasse z=0, on ob- 


(P—- PR? R 
R"’—R®: 


I 
4 ® 


a = b= 








tiendra, pour l’element de la force qui tend ü rompre la sphere suivant 


2b PR!:_P’R’ 1 (P—PR3R’° 
un plan diametral: 465 a+ -)= FR | 


eur r7 PR) sı lon 





(BR 3 
multiplie cette expression par (rEQPdr) et qu'on integre ensuite par rapport 
a @ de Oä 2”, et par rapport ar deR üR’, on obtiendra, pour la force 


totale qui tend a ouvrir la sphere suivant un plan diametral, lexpression: 


=(PR®—P'’R”), qui est eflectivement &gale & celle, que l’on obtiendrait 
directement, en se fondant sur des principes connus d’hydrostatique. 


58. 
Nous etant assures par la de l’exactitude de nos resultats, nous sub- 

















Y= — 


stituerons ü a et 5 les valeurs que nous venons de determiner, et nous ob- 
tiendrons les formules suivantes: 

u Et xı___(P—P)R’R® 3x7 

2(BE—R!) r’ ne (R®_R:) ' rS ’ 

x— PR®—P'R"” (P—P\)R’R" 30° —r? 
 R’— RR 2R’—R) ' 75 
Ya __ (P— P') R3 R'’”’ 3zx Y— PR:—P’R’’ (P—P')R® R'' 3yi—ı? 
ae | 2007 war  R’_-R  ZAR"— Rh)" 
(P—P’')R® R’ 3ey 














2 A®’—R®) *' pr ’ 


Crelie's Journal d. M. VII. Bd. 
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zu_PR'—PR'_(P-PIRIR" Ser 2, (P-P)RIR® 327 
R’_R: I(R’—R®) Zr. ZIRF—RI) 














’ (P—P))R’R"” 3x: 
m . j 
2(R"—R:) * 75’ 
Mn a „„ (E-PIR:R" 1 BEE 2 en 2 
A(R®’ZR®) T4ARTZRN) ve OT 5ARTZRY 


On supposera dans la discussion qui va suivre que la pression in- 
terieure P soit beaucoup plus grande que celle du fluide environnant P‘, 
ensorte que [PR’—P’R'] soit positif. Dans cette hypothese $ qui est con- 
stant sera aussi positil; Tenveloppe spherique se dilatera done, et cela Cga- 
lement dans toute son @tendue. 

Pour etudier la variation des pressions autour d’un point quelcon- 
que de lenveloppe proposde, on peut, en vertu de lasymmetrie des don- 
nces, supposer que ce point est situ& sur laxe des x, et quil a conse- 
quemment pour coordonnces =r, y=0, z=0; pour ce point les for- 
ces tangentielles A, Y'; X, Z; Y, Z sont ae et les pressions prin- 


eipales sont: 








„_PR'-PR®_(P-PARSR” 1 9 __ „_PR:-P/R® | (P-PYRıR” 1 
u a a 2(R®-R®) ' rt 


Les deux tractions B et C &tant &gales et Pain; on doit en con- 
clure. que tous les efforts diriges dans le plan tangent ä la sphere de ra- 
yon r, sont des tractions toutes @gales entr’elles, et agissant toutes norma- 


lement ü des plans diametraux de la sphere proposee. 4 au contraire, 

PRY(RP’—P)LP/R® (PR —R®) 
(ArRr: 

gatil pour toutes les valeurs de r comprises entre R et RB’, d’est-a-dire 





pouvant se mettre sous la forme: — , est ne- 


pour tous les points de lenveloppe spherique; 4 representera done tou- 
jours une pression; elle se reduit a —P, ir=R,ea—P’sr=W, 
ce qui devait etre. 

Si l’on prend le point consider pour nouvelle origine, lancien axe 
des x pour axe des x,, et pour axe des y, et des z, deux droites quel- 
conques, perpendiculaires entrelles, et situees dans le plan tangent ü la 
sphere de rayon r, tous les elforts exere‘s autour du point propose, seront 
proportionnels aux rayons vecteurs de lellipsoide represente par l’equation: 


pr A ,?—+:? 1 











[PRS-P RP )rS-(P-P)R>’R] TIPP 1 Li P-PJRIR’]  (RP-R®)2r6® 


, N ’ 
et chacun d’eux agira sur un plan ee au plan tangent “a Tune des 
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’ e DA . 
surfaces representces par l’equation: 
„2 Q 
nn YT ’—+:? + | 


— [PR:(R*-r})+P’/R’(r’-R®)] +; PR3-P'R® r3+3(P-P)R’R’°] ——_/(R’_R3)r’ 
au point ou cette surface sera rencontree par le rayon vecteur corres- 











pondant. 


Dans le voisinage de Taxe des x, ces eflorts seront des pressions; 
dans le voisinage des deux autres axes ce seront des tractions; le passage, 
de lun ä lautre de ces etats, se fera par les rayons vecteurs de Vellip- 
soide, situes sur le eöne asymptotique, represente par V’equation: 


ar + y.t 2 —=0 
PR: (R’— LP RR) (PR:__P’R’°\, + 5( (P- P')R3 R'® IE y 


lesquels ‘senteront de simples ellorts tangentiels, exerc‘s sur des plans 








tangens a ce cöne. 


99. 


La traction prineipale BP ou € sera d’autant plus grande que r 


sera plus petit; sa valeur maxima aura done heu pour r—=R, et aura 
. _._ PR'—_P'R® | (P—-PNR" 
pour expression: —3— 7; u NIZRS Il est important dans la 
pratique, que cette quantit@ ne surpasse pas le plus grand efllort de trac- 
tion quil est permis de faire supporier a Ja substance dont l'enveloppe est 
composce; soit a cette Iimite, Ja plus petite valeur admissible du rapport 
de R’ a R sera donnde par l’equation: 
PR—_PR"  (P-P)R® _,R" Pa 


ET Br u = ), x 
Bi} U(R"’—R3)? dou R: “22 +3 P_P° 





a 


Lorsque P egale ou surpasse (ea 437°), l’equation nn 
R’ ER ö ’ 
donne pour le rapport 7% une valeur infinie ou negative, ce qui ne sau- 
roit @tre; on doit conclure de la que lenveloppe spherique Eprouvera 
. - . I. . 
une altcration permanente, lorsque la pression interieure surpassera le triple 
. _ # ’ l; j I . 
de la pression exterieure, augmente du double de la plus grande traction 
que Ton peut faire supporter ä la substance de cette enveloppe. 


Ainsi il existe pour une sphere creuse, comme pour un ceylindre 
creux, une limite que la pression interieure ne saurait depasser sans pro- 
duire une alteration permanente dans son enveloppe solide, quelque grande 
que fut son Epaisseur. Cette limite est environ de 2800 atınospheres por 
le fer et de 2000 pour la fonte. 


>. 
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60. 
Dans la pratique on s’est servi jusqu'ici de la formule a(R’—.R') 
\ R’® ans a—+-P 





—(PrR’—P'R'’), diou 7: = 22 p, Pour determiner le plus petit rap- 


port des rayons interieur et exterieur, d’une sphere creuse capable de 
supporter une pression int@rieure donnee. Cette formule differe essentiel- 
lement de celle que nous avons etablie plus haut; mais il est ä remar- 
quer que quand la pression P est beaucoup plus petite que la limite 
(2a -+3P'); ces deux formules donnent sensiblement le m&@me re&sultat: 
si, par exemple, l’enveloppe spherique est en fonte, et la pression inte- 
rieure de 100 atm., le fluide environnant tant lair atmospherique, notre 


formule donne — 1,0495, et la formule ordinaire 1,0485; elles indi- 


quent toutes deux que l’Epaisseur doit @tre a peu pres le „5° du rayon 
interieur. En general la formule ordinaire conduit a des resultats tou- 
jours plus petits que ceux donnes par la formule deduite de notre theorie, 


et qui en different d’autant plus que la pression interieure est plus con- 
siderable. 


Quatrieme section. ÜCas generaux. 


Cas d’un plan indefini. 
61. 

Nous considererons le cas d’un espace solide, termine par un plan 
indefini, a la surface duquel seroient appliquees des tensions ou des pres- 
sions normales variant suivant une loi donnee, continue ou discontinue 
d’un point ü lautre de ce plan. Chaque molecule de cet espace solide se 
sera eloigne d’une certaine quantit@ de la position quelle occupait dans 
le cas de IFhomog£enäite. Il s’agit de determiner les lois qui regissent ce 
ehangement de position, et les pressions interieures qu'il fait naitre. On 
suppose qu'aucune force aceeleratrice etrangere n’agisse sur les parties 
interieures de cet espace. 

On prendra le plan qui limite l’espace propose pour plan coor- 
donne des ay, et Faxe des z dans linterieur de l’espace solide. En con- 


servant les notations adoptees dans la premiere partie de ce memoire, 


les projeetions u, v, w, de l’espace deerit par chaque moleceule, devront 
satisfaire aux @quations differentielles: 





























DEREN 


zuncheie 
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o°’v + o°v 00 __ 
oy 


„Fr r42.2oo, 
o:w o’w 00 
ep Ve Senne 


0x OY 
d, ou la dilatation variable des hs points de l’espace propose £tant 
donne par la formule: 


Au ev ra en 
. +. +5 


x 














o*u oO? u ar. 
I. et + 242.0 0, 


0x? 








et devant, en vertu des An (1.), bu a lequation differentielle: 


3, 20,30, 20 


| — — - == 0, 
ow* oy* 02” 





Il resulte @videmment des @quations (1. et 3.) que les fonctions 

u, vd, w devront toutes satisfaire a P’@equation aux diffErentielles partielles : 
..„[0’p ,0°p, 0? I? 2m 0O:p A2p , 0? 

a: (° PP, 9 e) 9: ( 4 p,c q) E (nt p,c P,° f) 


0x? oy* Oz? Oz? 0x? oy? Ox? 
4. — + —— 0, 
Oz? 




















02” öy: 
dans laquelle on suppose que 2 represente z, ou v, ou w. Liintegrale 
generale de cette Equation peut @tre composde d’une somme infinie de 
termes de la forme: 

c08P (x—)C0s9 (y—v) ou 
5. (AB aD et). eos een (you 
sin ? (1) cosy (y—v) ou 
‚sin ? (x—w) sin g (y—v) , 
les constantes arbitraires 4, BP, C, D, p, 9, %, v, variant d’une maniere 
quelconque d’un terme ä l’autre. 


Les fonctions u, v, w seront donc en general composes de termes 

de la forme (5.); mais daus le cas qui nous oceupe, linfluence des pres- 
sions exercces sur le plan des xy, devant diminuer et non augmenter ü 
mesure qu'on s’en @loigne, Ibypothese z = » devra annuler tous les ter- 
mes de z, v, w, et non les rendre infinis; les coefficiens € et D de lex- 
pression (5.) doivent done ötre nuls, et les fonctions u, dv, w seront de 
la forme: 
u = Berl +f2)0.0 + (&+h22)625+ ot 12) 820,4 (m+n,2)825,|; 
on represente ici pour simplifier: Y’(p’+9°) par r, et cosp(x—a), c0sy (y—v), 
sinp (x—R) , sing (y—v), par c,, Cy3 Sx5 5,5 les valeurs de v» et w s’ob- 
tiendront au moyen de la valeur de u, en changeant l’accent f des con- 
stantes en 2 et 3. 
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Il s’agit maintenant de trouver les relations qui doivent exister entre 
les 24 constantes contenues dans les trois termes de z, v®, W, CcOorrespon- 
dans aux me&mes valeurs de p et % 


> 


D’iabord il faut que les &quations (1., 2. et 3.) soient satisfaites, ce 
qui donne les 12 &quations suivantes: 


—fır—e,P+m,pp + bp—I;pr=0, —ır+ m, gp—e,P’+h,9— 8,97 =0, 

—hr—kpr—ggr—fır+ rt, 
— Ahr —g,P—k:pg pr; p—m;pr=0, —Aır kp P—f,y+ 69 r —=0, 

— A,r—m,pr te, g r—h,r+ gr” =0, 
I— Ir —kpP— npy—hpt+tespr=0, —ır—e, m—k,g’+n,g—m;,gr=0, 

—/,;r+e pr—m,gor—Iı,r+k,r’=0, 
—n,r— m, pP+epg—h;p+g;pr=0, —n,r+e,gop— m,P—1,9+k,or=V0, 
L —;r+g,pr +hgygr—n,r+-m,r’=0, 
et comme consequences les quatre @quations: 





8 en =(, n,p—Ry—I,r == 0, 
ö —fp + n,9—|,r 


Les composantes A, Y', Z’” dela tension exercee sur un element 


0, —hpr—-ıkıy—nr =. 


r\ [4 . 
plan parallele au plan des xy, etant, comme on la d@montr@ dans la 
premiere partie de ce memoire: 


{7 ou cw 7 Ov Ow eu oV „ow 
g, Ni Al "+), r=47 +), Zz=4 +2 +3° ) 


0x ÜX OS OY OX C‘ 0x 





. » . „ . r 
il faudra, en vertu des donnees de la question proposce, que pour 3s=(, 
X et IF soient nulles, et que Z’ se reduise a une fonction de la forme: 


m » a 5 
0. Z’= Hl! (u, v)cosp (a —p)cosg(y—v)dpondgov, 


toutes les integrations ayant pour limites — x et +x; F(x,y) etant la 
fonetion continue ou discontinue qui exprime la loi des tensions donnees 


sur le plan des wvy. 


Si done on suppose que le 3 des valeurs generales de x, v, w 
soient chacun remplace par une integrale quadruple, et si lon represente par 


A W | , n = . ‘ 
I, Velement | “ Zz# (u,v)Opconoged ‚|; on aura entre les 24 constantes 


. u 4 


contenues dans les termes de z, v, w correspondans, les 12 autres @quations: 

















ni ee ne Are . 
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f-ertkhpr=0, L—er+g7—=0, khptgy+3ß—3er=F, 
A307 tm, p=0, h,— gr—eg=0, mp—eg +3, —3g;r —V). 
f-hr—ep=0, L—k,r ng =0, —e p+m,g+3l,— 3k,r= 0, 
nm rg, pP—0, y—mr—hg—=0, —g, p—khy+3n—Im;r—0. 


11. 


Les 24. @quations (7. et 11.) donnent par des “liminations succes- 
sives les valeurs suivantes des inconnues, «uwelles renferment: 











e, =, =g,=h, = U; k =,5zF, I, =—;,- F; m, =nh, =VUV; 
12. e, =/j,==0; g, = IF; ,y=—;.F; k,el=m=n=0;: 
0=—.-F, Je—4F; Seheh,e el, em en=0. 
63. 


Les valeurs de u, v, ww seront done, dans le cas particulier, dont 
ii s’agit ici: 


ug a: Zi Le u 2 
„= (5) 7) fe (GE) Fr sinp(@—u) osg(y—n) Ep neuen, 
nr: ra gE\ 5; ‚ a a 
13. \v =(5,) al: (7, — 2) F(u,v) cosp (x—u) sing(y—v)opcueoger, 
1 ’ 1 _r2 3 S / \ { 3 . . 
uw= (= AJsJSSI 2-5) F(u,v) cosp(c—n)cosg(y—v)opcucdger, 


On en deduira pour la dilatation 9, Vexpression: 


1\2 1 Be ee. aar 
14. d= (>) x Ye z I (p,v) cosp (e—n) cosy (y—v)Oponogev; 


FI ıJr 


pour z=(, cette valeur de la dilatation devient 


a EC. DE 


2A 


On en conclut ce theor&me remarqwuable: 





Lorsqu’en un point de la surface plane d’un corps solide assez etendu, 
on exerce une traction ou une pression normale, la partie du corps voi- 
sine de la surface en ce point se dilate ou se condense d’une quantite €gale 
a la pression exercee, rapportce ü lunit@ de surface, divisde par le dou- 
ble du coöflicient 4 que nous avons donne le moyen de calculer preee- 
demment. 

Par exemple, un poingon ayant 1 millimetre carr“ de surface plane 
a sa base, et etant presse normalement & une surface plane de fer par 
un poids de 10 kilogrammes, determinera dans les parties voisines du point 


press® une compression eubique de 355 ou de 5 de leur volume primitif. 
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Sur une masse de bois de chene la compression correspondante seroit d’en- 
viron 5, Si toutefois cette pression n’alteroit pas la surface d'une maniere 
permanente. 

Les valeurs de u, v, zw, @tant connues, on en deduira facilement 
les composantes des pressions exercees dans l'interieur de l’espace propose, 
sur des @l&mens-plans paralleles aux plans coordonnds, et par suite celles 
exercees dans toutes les direetions autour d’un point queleonque. Il suffira 
pour cela de faire usage des formules et de th&or&mes £tablis dans la pre- 
miere et la seconde partie de ce memoire, 

64. 

On verifiera aisement que pour s=0, X"’=0, F'—=0, Z’=Ff(x,y). 

Nous nous abstiendrons de pousser plus loin la dissussion du cas 
yjue nous sommes propose. Les valeurs numeriques des formules, qui 
expriment la loi generale du phenomene que nous avions A tudier, se 
trouveront dans chaque cas particulier au moyen des valeurs d’une classe 
d’integrales definies, sur lesquels les geometres se sont exerces depuis long- 
tems, et qui sont maintenant g@eneralement connues. 

En suivant la m&@me marche, on representeroit par des formules 
analogues aux precedentes, le cas ou les tensions donndes seroient obliques 
sur le plan indefini qui limite l’espace propose, quelle que fut la loi de 
sette obliquite; il suffirait pour cela de modifier convenablement les &qua- 
tions (11.), en y introduisent les formes des fonctions, continues ou discon- 
tinues qui lieraient entr’elles les trois composantes de toutes les tensions 
donnces. 

Cas de deux plans paralleles. 
65. 

Imaginons un espace solide limite par deux plans paralleles, auxquels 
seraient appliqudes des pressions ou des tensions normales, variant suivant 
des lois donnees, continues ou discontinues, et proposons nous de trouver les 
formules qui expriment l’equilibre de cet espace solide. Nous supposons, 
comme dans le cas pr@c@dent, quaucune force acceleratrice Etrangere 
nagisse sur les mol@cules intcrieures: conservons les notations pr@ceden- 
{es et cherchons des fonctions u, v, w qui satisfassent aux €quations (1.) 
et qui remplissent les conditions proposees. 


On prendra pour plan des xy un plan parallele aux deux plans 
donnes, et partageant en deux parties egales la distance qui les separe, 











— 
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distance que nous designerons par 2a. Il est aise de prevoir, d’apres la 
composition des formules definitives du cas precedent que les valeurs de 
u, v, w seront de la forme: 


2 =()Z// [Re +ro&+ & +98. dp0udyey, 
17. (vo er E )/N Keat+r9%+ a +h9)desopändgen, 
| 20 m (>) Er (SHÄSIHEt+ Hexe, dpondg dv; 





’ e’?— eo]? e* e 73 r u ’ 
on represente icl pour abre Cger, 5 „ + par 4 et &; v( P+ 9°) 


« . {= a » f — \ ‘7 EBENE M » . > 
par 7, et cosp (x — u), c0s9(} V), sın p (x R); sing (y—v) par c,, C,, 
Sy, 5,5 toutes les integrations ont pour limites +, 

L’expression de la dilatation d@duite de ces formules sera: 


1\?21 | 
18. 0=(;-) JS) \e tert +(8 ‚t+3;7#8; r+h, '&le. c‚opdgcuer, 


car les termes multiplies par s devront disparaitre, pour que $ puisse sa- 
tisfaire a T’equation (3.), ce qui exigera que l’on ait, entre les indetermindes 
contenues dans les expressions (17.) les deux dquations: 
19. fıp +y+hr=0, hptiythr =0, 

l'on substitue les valeurs (17. et 18.) dans la troisicme des &quations 
(1.), il faudra, pour quelle soit identiguement satisfaite, que Von ait les 
deux &pations: 

‘) ‘ ), mn Pi m > DO m— u ; Do — 

20. ?h,+grt+syter=9, Wtertey tor =, 


qui permettent d’Cerire ainsi Ja valeur de ®: 


28. = (,-)- SI I-2- M,ö)e.c,dpdudgorv. 


Sı lon substitue ensuite les valeurs (17. et 21.) dans les deux pre- 
mieres des @quations (1.), elles exigeront, pour £tre satislaites que Von 
ait les quatre relations: 

2. hr+fr=V, frthp=0, hrs, Artig=d, 
4 Be. ’ 
dont les equations (19.) ne sont que des consequences. 

Soient F(x,y) et (x, y) les fonctions representant les tensions nor- 

inales donndes sur les deux plans paralleles, dont les &quations sont = a, 


== — a, les expressions (9,.) devront donner: 

X'=0, F"'=0, Z"=F(a,y) pur z=+0, 

X =0, F'=0, Z’= f(z,y) pur z=—.a, 

Pour que les valeurs (17.) de u, v, ww satisfassent a ces conditions, il lau- 
(‚celle’s Journal d. M. VII. Bd. 4. Ilft, 32 


23. 
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dra «que Von ait entre les ind@termindes qu’elles eontiennent, les six equations 
ar th— es ptalkr— hp] A+tler+h,—g3p+alfir—h,p)]B= 0, 

3, r+Hh—ep+alh,r— hp] A+lear+h—gsp+elfir—h,p)]B=0, 
ler +h— 7 tar N] Ä+ler+r.—g39 +alfır —hg)P=V, 

—[r+h— 87 tar N) AH+er+hr.—g7telher—h,N)]B=V, 

Qgr+h+rı,re)A+Resr +, +2fre)B=F, 
u gr +, —rh,re)A+ rer +h,—2fre)B=f; 
Fetf ru: pour abreger, F(u, v), f(x, v), et 4 et R les valeurs 


etr —.— ear en e!r E= ee ‚? | 
3 | aa 


Les 12 quations (20. 22. et 24.) donneront, par des &liminations 





24. 








de Cd et de & correspondantes ä z=ae ou 


\ 


“ . [4 ° ri ” 
successives, les valeurs suivantes des indetermindes qu’elles eontiennent: 






































nn p ‚Zar d—B ar A IE © n. ‚2ar4—B F-— rd PER. 2arB+3A F+J | 
u EI tar" 4 ° | 
p / Ef ._gqg A Pr p J F--4 | 
ee er a 
923 r "AB+ar’ 4 r "AB+ar' 4 Anet | 
I} bu p ar BA F+/ ua qg Rarb—4 F+J Var d+3B F—j 
9177 Op "Ab+ ar” 4 ? 2°” 27: "ABHtar 4? =, "4a4B-—ar' 4 
u ee > an 
a7." 4n r 4% ? “ie ee > u .IB+ar er ’ 
65. 
D’apres cela, les valeurs de z, v, ww, qui correspondent au cas que 
nous traitons, seront: 
’ 1 
MU) 
uam R EARE % 
) =) 4: Ab— ar IB ze 4 > 
-4—a B | 
ei 4 N; on 
- —— /7 1— 5, (7, copruoqgcv 
AB bar ° ee 5 “Ir " aaa 
SITE E ER ;} 
6 (5) A ers 4 4B-+ar + Ir ,Ss 


ih 
= gr u er ec — B: u. ar A e|2. CxSı Op eu dg N : 
f {5 ar + Br" 4 Ar 


BETERES U AIE: At nur an ES): | 
. AaAyJSJUr Abtar 4 “4B—ar > > | 


(ZB+a- 1 5 
(2 F—f Az HR); leo: Op And gev 














| eo: \AB-ar + AB-+tar’ 4 
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Ces formules, et les applications qu’on pourroit en faire, se simpli- 
lient singulierement, en ae par 9 la fonction: 


( Fu Aa 
SEI / HAIE te wr) 
() je 2; ara 2 er + > 


A—al F > 
.(& " 1m DB PS ee, . 
. —,—- J]EI—opouogor; 
\ ’ Ab+ar ur 4 “ r PROR 
en ellet, Linspection des Equations (26.) demontre «que Von a: 
ge 6 „___94 "9 ,ög nn 
35 U 7 y U — — rg = +3 y2 + ); wm ie 
en sorte qui suffira d’eiiectuer, dans chaque eas particulier ig el 


tions nmecessaires pour determiner la fonetion ©; les PR (25.) per- 








Br 
* 


We N 











mettront ensuite de determiner, par de simples dillerentiations, les for- 
mules (26.), et par suite les pressions int@rieures de Tespace proposc. 
Les formules prlcedentes, pour &tre obtenues en series numdriques 
et immeddiatement applicables, exigent la connaissance des valeurs d’un genre 
gi VME- 
tres se soient encore occupes. Nous avons fait a ce sujet un travail que 


particulier dintegrales döfinies, dont il ne nous parait pas que les 
nous nous proposons de publier incessamment; 
Gas t&öneral du ceylindre indehei 
87. 

Nous nous proposons de träiter ici le cas general dun cylindre so- 
ide, indefim, « base eirculaire, ereux ou plein, et dont les parois, intÖrieure 
ei extcrieure, seraient soumises a des pressions quelconques. Tl est alors 
preferable de substituer aux coordonndes orthogonales x, y, = les trois coor- 
donnees semi-polaires suivantes: 

i) la distance ” dun point 7 quelconque a laxe du cylindre propos; 

2) langle €, que le rayon vecteur r du point M fait avec un plan 
meridien de convention: 

3) et enfin Ja distance z qui separe ce point M dun plau donne per- 

pendicvlaire & Vaxe. 

lieu des projections x, v, w sur les axes des x, y, = de Felc- 

ment lincaire qui separe ia mol&cule M de la vosition quelle occuperait 

“ ins > cas u "homogeneitd, on considerera de pröferenee les projeetions 


u, FF, IF de ce möme dlement, la premiere sur le rayon vecteur r, la 
0) E- 
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seconde sur la tangente a larce r9, enfin la troisitme sur laxe me&me du 
cylindre. 

U, V, IF seront des fonctions de r, @ et z, qui devront satisfaire 
A trois &quations differentielles analogues aux &quations (1.) de la premiere 
partie de ce m@moire; on deduit ces trois nouyelles &quations de ces &qua- 
tions (1.) elles mömes, en employant des formules de transformation que 
l’on trouve facilement, et quwil serait trop long de detailler ici; on obtient 
ainsi les ge differentielles suivantes: 




















| i ch —) 1 0 (-. ! ( UV 0 Ö e IT cosg | 
—(+-+-+-.- + — .— |. — — — )+-(7- — —) + =0 
.( r „+; Gt: z r 09 09 r or " z\02z er r A 
1 OÖ (u U ei 0 DV oW Er AU ofeV 10W — 
te 5 ln) = 
@ or } 1 Op or op " or U, \UÜS i 0 
U 1 ( } 4 C JF 1 Ö I 1 Ö 1, l 2 
= vr ar Ze or Em_A.B(er EA el JUNE: 
0: r r 0 02 r Op\C 1 Of r 00 er 
In suppose ici que la seule force acecleratrice, qui agisse ee E | 


avec les pressions exercces sur les surfaces du corps, pour troubler son 
homogeneite, soit constante et ait la möme direction dans toute V’etendue 

du eylindre. On suppose en outre, ce qui est permis, que le plan meri- 

dien correspondant & @=0, est parallele a la direction de cette force ac- 
eöleratrice; enfin on represente par @ +77 les composantes de cette force 

suivant laxe du ceylindre, et suivant la perpendiculaire a cet axe, situce 
dans le plan meridien correspondant a P=V0. 


68. 
Les formules de transformation, dont nous avons parle, donnent les 
resultats suivans, lorsqu'on substitue les valeurs qwelles fournissent dans 
les diverses @quations demontrees dans la premiere partie: 
La dilatation est donnde par la N 
ceU U 


1 
9 A bi -. u > 
a +5 


oWV 





et lequation difförentielle, a laquelle ati ak nouvelle de r, @ et = 
doit satislaire est: 
. Seen au 
or? r or r2ögp: 
Si on cherche la pression exercee en un wi queleonque M du 





„| Ir 


== 0, 


Fan) 


- 
. 


corps solide, sur un dlement plan zo situe sur la surface eylindrique de 
rayon r, concentrique au eylindre propos‘, et que Rw, D,w, Z,w re- 
presentent les projections de cette pression, sur le prolongement du rayon 
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veeteur r, sur la tangente a Tarc r@, et enfin sur laxe du cylindre, on trouve: 


. R=Aßl+l ++) = 4 +2)» 


A, =4 4 = n 


04 





On obtient pareillement pour les composantes &,, ®,, Z, de la pression, 
exerede au möme point MH sur le plan m£ridien correspondant, et rapportd 
a Yunite de surface: 

oe V 


ME — 41. ( - 7)» ‚=4(5- 


T 

r 

oV ,0oV 
2=4(-. Ze ——); 
enlin les composantes R,, ®,, Z, de la pression exercee au möme point 


M sur V’el&ment plan perpendieulaire a laxe du age — 


Eu ) 7 YV i Mi 
0. R,== A (= — ve . ” — 4 en - —+35 





cr US A op 
z DU coW 
(dl 107 1,0), 
2; + + 43.9 > 


Nous designerons quelquefois ces diff@rentes composantes par les 
lettres N, = ; IN N=Z2, T=Z ze P. , T=Z =H 


u 3 ss SmZ, mA, =#4,, 
T7,=R,=0P,. Lorsque les fonctions U, /, W/ der, 9, z seront deter- 
nindes d’apres les eirconstances donndes, les @quations (4. 5. 6.) feront 
eonnaitre, en chaque point, les forces normales et tangentielles Y,, ,, N; 
T,, 7, 7,5, exercees sur trois dlömens plans perpendieulaires entr’eux:; 
on pourra ensuite, au moyen des formules et des theor&mes demontres 
dans la seconde partie de ce m&@moire, @tudier les eirconstances que peu- 
veut prösenter les pressions exercees, dans toute espece de direction, et 
autour de chaque point du cylindre propose. 


69. 
Procedons maintenant ü lintegration generale des Equations diffe- 


rentielles (1.). Introduisons, pour simplifier cette recherche, les quatre 
fonctions er 














2 W 1 oU V oV 
A nn 0 . ai Sa a 
+ +4 Er Er oz’ & r "Op r or’ 

" uw na oV ne cW. 

0z Or ’ 6x r" op ’ 


elles devront satisfaire aux quatre equations differentielles: 
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nl < cZ ,„ Hcosw 3 Hi x AO S 1 ) 
1,22 2.2.58. 402. Eu SEE TE SE 
or r Cg 0x 1 og or 024 A . 
OÖ. , ‚ N. N n u 
RT, 1 c®2 1 oCr G eR- 1 0 1 o®r 
1.7 - ——U, m —, — —,— mt), 
Oz r 0z r or A +E- r cg r" Or 


Les trois premicres ne sont autres que les @quations (1.) et la quatrieme 
sobtient en dliminant U, 7, 7 entre les quatre dquations (7.). 
Ces diverses Cquations conduisent par des eliminations successives & 
020 | 1 60 i 90 ui, 
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mations qui peuvent etre substituces aux equations (l.), commes plus 
lacıles a ınt 


Borsque les valeurs gencrales de, & 77 auront dte determindes paı 


rCI 


‚) 
m, 


"integration des Equations (9.), les 0 (5.) donneront 


Fl cos q ( ch ei 1 °) 
— nn me m — Em 
A e ” r y ot 


Fj sın 4 ‚PR © ij ne E\ 
( v 2 N IF 
2 m —- z— Il \3.— ———|0cz 
7 oda a | 


et lon determinera les fonctions de r et CL, gun tauf ajuuler a Ges ımte- 


} 


orales. par la condition que les @quations (8.) soient satıslaites. 
Lorsque les re gencrales de 4 et de > seront aınsı deternu- 
uces, les Cquations (7.) donneront: 


en, yY 
’ c+’H 
[i v=/(e+2): a 1% =/ los, 
0/7 
ıf 


on deteriminera les fonctions de r et ©, quil faut ajouter a ces ıntc- 





srates par la condition que les quatre Pe (7.) soient satisfaites. 
70. 
Lö recherche des valeurs generales des 2, FT. #7 se trouve aınsı 
vnmenee a Tintegration des dquations (9.). 


ans le but dintcgrer Ta premiere des e«mations (9), soit pose 


12. b=Kcospzcosst 
etant sumplement ionction de r, p une constante arbitraıre, ei y un nom- 
ure enter quelconque, afın que 5 conserve la m@me valeur, lorsqu'on ; 


nange C en C—2r: cette substitution conduit ; 
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I ae © 


o®’R i oR q? . nur 
13. + —(& +p)R=0. 


r ( 
Ainsi lexpression (12.) pourra @tre un terme de la valeur generale de 5, 
si la fonction R satisfait a T’@quation difF@rentielle (13.). 
On parvient a int@grer T’@quation (13.) par des proccdes analogues 
a ceux que Mr. Fourrier a developp@ dans son ouvrage sur la theorie 
analytique de la chalenr, en traitant le cas du eylindre. On verifie d’ail- 
leurs aisCment que lV’equation (13.) est satisfaite par Tintegrale Aciinie: 
14. RK=m =/ (ePrsneL e-Pr Ne) COSya la, 
« 16) 
lorsqgne g est un nombre entier pair, et par: 
- ‘ce . r hd r 
15. Azza =/ (er _EPMNsngada, 
o 
lorsque 9 est impair; lexpression (14.) etant nulle pour 9 impair, et lex- 
pression (15.) lorsque 7 est pair. Ainsi Tune ou Tautre des integrales 
definies (14.) ou (15.) donne une integrale particulicre de l’equation (13.). 
Pour trouver son integrale generale, soit pos@ dans cette Equation 


R=Sm, s eant une nouvelle fonction de r inconnue; cette substitution 


Ge ch n o?s em m\ oS 
Ci ınduit el l © ıatıon: MN —— (2 = _— i| — 
mM or? + + J 


—=0, qui multiplice par nr, 
Ur y or x 





et intögr@e deux fois, donne: 
S=atb 


Liintegrale generale de l’equation (13.), lorsque 9 est un nombre en- 
tier, peut done se mettre sous la forme: 


16. R= (a+0/[-)m, 


rm“ 


’d r 





r m? 


a et b etant deux constantes arbitraires, et 2 Tune ou Pautre des ex- 
pressions (14. et 15.). 

Lorsque 7=0, lintegrale generale de l’equation (13.) est eneor: 
donnee par la formule (16.), dans laquelle on doit prendre: 


” rsine —- prsina\ /) 
? = /. Tube 22 ui 7° 
Lorsque p=0, cette integrale change de forme, et Yon doit prendre: 
17. R=artor", 
71. 
On composera les valeurs de 5 et de & d’une somme de termes 


semblabies a lexpression (12.), respectivement multiplies par des fonetions 
arbitraires et differentes de p, %, p, v. 
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L'intÖgrale 77° de la derniere des quations (3.), dans laquelle le 


c9 
terme 2 pr doit ötre regard@ comme connu, se composera: 


2 


1) d’une serie de termes qui feront disparaitre chacun un terme de la 
fonction 72 - 


Q ( 
en) 


> 


Q,<c 
“| 





. G - (4 x . - A G a 

2) d’un terme ee destine a faire disparaitre le terme —z dans le- 
quation proposce, 

3) et enfin d’une integrale generale semblable ü lintegrale de 5 ou de £. Un 


terme quelconque de la premiere partie de cette integrale sera de la forme: 
18. V=-. ER sinpz 00890; 
p ©r 
il est aise de s’assurer en efl!ot que les expressions (12. et 18.), substi- 
tudes dans la troisicme des equations (9.), s’y detruiront mutuellement, 
lorsque Zt satisfera a l’equation (15.). 

Les valeurs de U, F, 77 se deduiront ensuite des celles de 9, £ 
et //, en suivant la marche indiquee pr@ee@demment. Enfin il n’y aura 
plus que des diflörentiations tres simples a faire subir aux valeurs integrales 
de, V, IF, pour avoir les expressions g@n£rales des eomposantes (4. 5. 6.) 

Soient e et o’ les rayons des rw ge et interieure, du 
corps eylindrique propose; soient aussi IF, F,, F3; fi» As fi, des fonctions 
eontinues ou discontinues en® etz, representant les composantes de la pres- 
sion, variable et connue, exerc@e en un point quelconque de la surface extc- 
rieure ou interieure de ce corps; les fonctions (4.) R,, D,, Z, devront donner: 

19 k=f,, DaF, ZA,=sF,, pour r=o, 
- ae, W, mie]. FAIR pour r=o. 

Les valeurs gencrales de R,, ®,, Z, caleulees comme il vient d’etre 
indique, ne seront plus, lorsqu'on y fera r=e ou r=e, que des series 
trigonometriques en 3 et ®; la determination des constantes arbitraires en 
nombre infini que contiennent les int@grales generales des Equations (1.), 
et qui se retrouvent dans les &quations (19.), sera donc ramene ü la re- 
cherche du moyen de repr£senter des fonctions discontinues de deux varia- 
bles par des series trigonometriques, probleme dont les geometres connais- 
sent maintenant la solution complete, 


n peut done traiter ainsi, generalemen difheulte elle 
On peut done traiter g lement, et sans difhieult@ nouvelle, 
\e cas d'un eylindre ereux, indefini, soumis a des pressions agissant d’une 
maniere queleonque sur ses parois. 
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72, 

Imaginons un cylindre plein de rayon £, soumis ä des forces de 
torsion dirigdes tangentiellement aux cercles de la surface, oü elles varient 
d’une manicre quelconque d’un cercle a lautre, suivant une fonction don- 
nee F(z) de la hauteur z, mais sont constantes sur un meme cercle; sup- 
posons en outre que les forces G et H soient nulles, et que le cylindre 
ne soit soumis a aucune traction longitudinale. 

La methode generale que nous venons d’exposer, donne pour ce 
cas Pi 


+. m F (u) 





0, 0, V=;- cos p[u—:) Opou, VO, 








— M"—M 





“u '—-m 
20.,41=0, N=0, N=0, rauf —— — [(n)cosp (u—z) Op ou, 
-M"—M 





m’ Fu) 
7,0, al EEREENE 





\ 
Dans ces formules: zn = Ki erme)ög; m’, m’ sont les deux pre- 
. I 
miers coöflieiens dill@rentiels de cette fonction de r; enfin M, M’, M‘' sont les 
alaıınrae N d 41 .. he 
valeurs de 77, m’, m‘, lorsque r=e. 
73. 
Supposons, par exemple, que les forces de torsion ext£rieures soient 
) p!o, 4 
dirigeces dans un sens au dessus du plan s—=0, et dans lautre sens au 
dessous de ce m&me plan, mais de maniere que Von ait !(—z) = —I(z); 
supposons aussi que cette lonetion soit, nulle de zs=V0 az = h—Y, COn- 
stante et egale a r de s=h—y ü zs=h+Y, et nulle de s=htyü zum oo, 
Les formules B N dans cette hypothese: 

















>“ d hsınpy: . 
(9 a 0, U= 0, vV—® ne G- m r sinph -_ sinp Op, W=0, 
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IM 0 1 
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On verifiera aisement que l’expression I pour r=e Se Te °duit ü 


7, lorsque x est compris entre A+Yy et A—y, et quelle est nulle pour toute 
+” sinph sinpy sinpsa 








autre valeur de z; c'est ce qui resulte de lintdgrale "3 “rn 
dont la discontinuite est connue, 


. 
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Anzeigen und Nachrichten von Büchern. 





W Anzeige 
1. ährend wir die Anzahl der algebraischen und geometrischen Lehrbücher mit 


jedem Jahre zunehmen sehn, und durch diese Erscheinung berechtigt werden, auf einen 
verhältnilsmälsig eifrigen Betrieb jener Studien in den deutschen Unterrichts-Anstalten 
zu schliefsen, finden wir die reine Arithmetik im Allgemeinen zurückgesetzt. Der 
Unterricht beschäftigt sich mehr mit der Algebra, welche, weil sie ohne Unterschied 
mit rationalen und irrationalen Zahlen operirt, allgemeiner und umfassender als die 
auf rationale Zahlen beschränkte Arithmetik zu sein scheint; und mit der analyti- 
schen Geometrie, welche nur ein weites Feld der Anwe dung algebraischer Methoden 
ist. — Ohne den hohen Werth dieser Zweige der Mathematik im Geringsten zu verken- 
nen, kann man doch behaupten, dafs der Unterricht, auf dieselben beschränkt, in der 
Mathematik grölstentheils nur eine Rechenkunst, einen Inbegriff von Methoden, durch 
welche gewisse Zahlenwerthe zefunden werden, erblicken läfst. Indem die Wissenschaft 
auf diese Weise fast ausschliefslich eine Methode oder Form wird, geht der bestimmte In- 
halt mehr oder wenizer verloren; der Unterricht, welcher die wesentlichen Unterschiede 
verwischt, die in der Natur der Zahl liegen, mag an Leichtigkeit gewinnen; aber diese 
Leichtigkeit steht mit einem nachtheiligen Formalismus in V erbindung und ersezt nicht 
den Verlust an innerem Gehalte, und die Arımuth, welche dessen Begleiter sind. 

Kine Wissenschaft kann niemals etwas anders sein, als die durchgeführte Ent- 
wickelung des ihr zu Grunde liegenden Begriffs. Dieser Begriff ist für die Algebra 
die Zahl, Stait also die Unterschiede der Zahl zu verwischen, statt sich auf eine 
Methodik zu beschränken, in welcher alles Individuelle ausgelöscht erscheint, mufs 
die Algebra jene Unterschiede vielinehr aufsuchen und hervorheben, wofern sie ihren 
Gegenstand wissenschaftlich umfassen soll. — Sie mag immerhin das ausführen, was 
der Zahl überhaupt und allgemein eigen ist, aber sie darf auch das nicht vergessen, 
was aulser der Gröfse selbst, die Zalıl characterisirt und weitere Unterscheidungen 
in derselben besründet, 

Unstreitig ist es daher auch nicht sehr wissenschaftlich, die Zahlenlehre, welche 
vorzugsweise jenen eben angedeuteten speziellen Theil der Algebra ausmacht, bei dem 
Studium der Mathematik, als einen isolirten und entbehrlichen Theil dieser Wissen- 
schaft bei Seite zu setzen. Zugegeben, dals man ohne Kenntnifs der Arithmetik in 
andern mathemathischen Disciplinen Gutes leisten könne: so ist es nur bewiesen, 
dals man, für gewisse Zwecke der Wissenschaft, die Arithmetik entbehren könne; 
aber im Allgemeinen ist dieser Zweig, wie jeder andre, ein nothwendiges Glied der 
Wissenschaft, welche niemals ohne Nachtheil für das Ganze ignorirt bleibt. 

Der Grund, aus welchem die häufig Statt findende Zurücksetzung der reinen 
Zahlenlehre im Unterzich te hervorgeht, liegt unstreitig weniger in dem Verkennen der 
oben geäufserten, gar nicht neuen Bemerkungen, als in der sehr vorherrschenden Rich- 
tunz auf die angewandte Mathematik, für welche die Arithmetik unmittelbar keine 
Hulfswitiel darbietet. Aber die Mathematik nimmt eine selbstständige Wurde ın An- 
spruch und es inuls der wesentliche Zweck des Unterrichts sein, das Bewufstsein dieser 
Würde zu erwecken, und ihre Anerkennung durch die Wissenschaft selbst zu besründen. 

Dieser Zweck wird aber nur durch die Strenge erreicht, welche den eigenthüm- 
lichen und auszeichnenden Charakter der mathematischen Wissenschaft ausmacht. 
Und wie steht es um diese Strenge bei dem Unterricht in der Algebra, wenn man 
die ersten Grundsätze, die Fundamente, auf welchen alle algehraische Operationen ru- 
hen, häufig nur empirisch aufnimmt, indem man den Inhalt wie den Geist der reinen 
Arithmetik vernachläfsist? Wenn man sich z. B. begnügt, zu behaupten, dafs die 
Ordnung der Factoren für das Product gleichgültig sei; dafs jede ganze Zahl sich nur 
auf eine \Veise in Primzahlen z erlegen lasse, und diese und ähnliche arithmelische 
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Sitze ohne Beweis löst, deren Wichtigkeit die Alten anerkannten, während dieselben 
jezt beim Unterrichte gewöhnlich nur angedeutet werden. | 

Wenn nun schon nach dieser Seite die ersten Gründe der Arithmetik zugleich die 
unentbehrlichen Grundlagen für eine strenge Darstellung der Algebra überhaupt enthalten, 
so bietet auch in ihrem weiteren Fortgange die Arithmetik das interessanteste Beispiel der 
Strenge dar, durch welche diese Wissenschaft nach Inhalt und Form ein Ganzes ausmacht, 
dessen logische Vollendung jeden empfänglichen Sinn auf’s lebhafteste ansprechen muls. 

Aus diesen Gründen scheint es sehr wünschenswerth, dafs die Kenntnifs (eı 
Arithmetik unter denjenigen, welche sich mit der Mathematik beschäftigen, um diese Wis- 
senschaft zu studiren, mehr Eingang finde. Unter den Hindernissen, welche der Ver- 
breitung der Arithmetik im Wege stehn, ist eine der wichtigsten unstreitig der \langel eines 
dem vorauszusetzenden Standpuncte des Unterrichts angemessenen Lehrbuchs. 

Die hierher gehörigen Arbeiten von Euler, Lagrange, Gaufs, Legendre 
u.a. liegen theils in einzelnen Abhandlungen zerstreut, theils zwar in grölseren We: 
ken gesammelt, deren Umfang und Reichthum jedoch für den Anfänger in diesen Stu- 
dien gewöhnlich zu grofs sein dürfte. Selbst dem Schulimanne, weicher sich dem ına= 
thematischen Unterricht mit Liebe widmet, steht nicht häufig eine Bibliothek und die 
Zeit zu den Studien zu Gebote, welche erfordert werden, um von den vorhandenen 
Schätzen für den Unterricht den möglichen Gebrauch zu machen. 

Daher schien es mir nützlich, ein Lehrbuch der reinen Arithmetik auszuarbei- 
ten, welches die wichtigsten Resultate dieser so interessanten Wissenschaft darlegte, 
und bis zu einer gewissen Grenze im Stande wäre, den Mangel gröfserer Werke und 
einzelner Abhandlungen zu ersetzen. Ich hoffe, besonders Schulmännern einen Dienst 
zu erweisen, welche, die Wichtickeit dieses Zweiges für den Unterricht anerkennend, zse- 
neigt sein würden, mehr oder weniger davon Gebrauch zu machen, sobald ihnen durch 
ein Handbuch eine nützliche Erleichterung dargeboten würde. 

Das anzukündigende Buch soll keineswegs die gesammte Arithmetik darstellen ; 
sondern es wird sich vielmehr auf eine gewisse Classe von Untersuchungen beschrin- 
ken, welche als die Elemente der Arithmetik anzusehen sind, und daher den ersten 
Anspruch auf eine allgemeinere Verbreitung haben. Eine kurze Anzeige des Inhalts 
wird dies bestimmter nachweisen. 

In der Einleitung befindet sich die Erklärung der allgemeinsten Begriffe der 
Arithmetik, also der Begriffe von den Primzahlen, relativen Primzahlen, der Congruenz, 
dem Modul (nach Gaufs), u. s. w., nebst einigen hierher gehörigen Sätzen. 

Im ersten Abschnitte folgt die Theorie der Congruenzen des ersten Grades, 
nebst der Lehre von den Kettenbrüchen, so weit sie zur Auflösung derselben nützlich ist. 

Der zweite Abschnitt handelt von den Resten der Potenzen im Allgemeinen, 
der dritte von den quadratischen Resten insbesondere. In beiden wird nur der Fall 
betrachtet, wenn der Modul eine Primzahl ist. Im dritten wird das Theorem de: 
Reciprocität nach Gaufs bewiesen. 

Der vierte Abschnitt enthält eine Verallgemeinerung des Vorigen in Dezug aul 
zusammengeselzte Modulen. 

Im fünften Abschnitt folgt die Auflösung der unbestimmten quadralischen Glei- 
chungen in rationalen Zahlen, 

Die folgenden Abschnitte enthalten die Theorie der quadratischen Formen. 

Ian sechsten Abschnitt wird der Begriff und die Eintheilung durch die Determi- 
nante, so wie die Eigenschaft der Aequivalenz und die Reduction dieser Formen erklärt. 

Der siebente Abschnitt beschäftigt sich mit den Formen von negativer Determinante, 

Der achte Abschnitt enthält eine weitere Ausführung der Theorie der Ketten- 
brüche, von welcher im neunten Abschnitt Anwendung auf die Lehre von den qua 
dratischen Formen mit positiver nicht quadratischer Determinante gemacht wird. 

„ „Der zehnte Abschnitt enthält die Beziehungen zwischen den quadratischen und 
lineären Formen der Primzahlen, aus deren Vereleichune bekanntlich sehr interessante 
Lehrsätze hervorgehn. Ein Auhang handelt von dem Gebrauch dieser Sätze für die Auf- 
lösung verschiedener Probleme, so wie von einigen einzelnen Lehrsätzen, z. B. der Zer- 





416 3). Anzeigen und Nachrichten von Büchern. 


lesung einer Zahl in 4 Quadrate, welche im Zusammenhange mit weiteren Theorien 
durchzuführen allzu weitläufis und dem Zwecke des Buches "niuhet angemessen schien. 
Es bleibt mir nur zu wünschen, dafs die Auswahl der Gegenstände nicht für 
unglücklich erachtet werde, und derjenige Grad der Vollständigkeit erreicht sein möge, 
welchen der Zweck schelscht, 
Das Werk, welches unter dem Titiel: Anfangsgründe der reinen Zahlenlehre, 
bald erscheinen wird, soll ohngefähr 10 bis 12 Druckbogen betragen. 
Iın Juli 1831. Dr. Ferd. Minding, 
Privatdocent an der Universität zu Berlin. 


Nachricht. 
2. Grundrifs der analytischen Sphärik von C. Gudermann. Cöln, 
1830. Bei Dumont-Schauberg. 8. 164 S. mit 6 Figurentafeln. 

Diese Schrift des Herrn Verfassers der „Theorie der Potenzial- oder cyklisch- 
hy perbolis« hen Functionen” und mehrerer andern Abhandlungen im gegenwärtigen Jour- 
uale, ist der analytischen Untersuchung von Figuren auf u Kugelfläche gewidmet, 
und u ır werden die Untersuchungen vermittelst sphärischer oder Bozen -Luolinsten 
theils aus eine m Luncte, theils in den Axen, angestellt, vorzüglich vermittelst der letz- 
ten, die die Boxch - Abslände der Durebschnitte der Such die Cardinal-Puncte und die 
zu bestiminenden Puncte gezogenen Bogen mit den Axen vom Anfangs-Puncte der 
Coordinaten sind. Diese Art von Coordinaten erleichtern meistens dä Untersuchun- 
sen sehr und vereinfachen den Ausdruck ihrer Resultate, weil mehr die Tangenten 
als die Sinus und Cosinus der Bogen in Rechnung kommen. Es werden merkwürdige 
Analosieen zwischen den Resultaten für die Fi iguren auf der Kugellläche und für die 
gieichnamigen in der Ebene gefunden. 

Die Untersuchungen beginnen mit den, den einfachsten Fällen für Coordinaten in der 
Ebene analogen Gege nständen. Es Kassen 2. B. zuerst die sphärisch - geraden Linien 
vor, W che grölste Kreise sind, die Perpendikel auf dieselben, die Sphärisch- Geraden, 
welche durch zwei gegebene Puncte gehen, diejenigen welche auf zwei andern senk- 
recht stehen, welche gegebene Winkel auf bestimmte Weise theilen, die Scheitellinien 
im Dreieck u.!s. w. Hierauf folgt die Veränderung der Coordinaten auf eine einfache 
Weise. Sodann folgen allgemeine Untersuchungen der Curven auf der Kugelfläche, nach 
gegebenen Gleichungen zwischen den sphärischen Axen-Coordinaten. Ferner wird die 
Berührung in den verschiedenen Ordnungen, die Krümmung, die Evolution, die Recti- 
fication und Quadratur abgehandelt, wobei interessante allgemeine Sätze vorkommen. 
Hierauf wird die sphärische Cycloide - und Kettenlinie insbesondere untersucht, wobei 
der Herr Verfasser auch einige Anwendungen von seiner Theorie der Potenzial-Functio- 
nen macht. Ein folgender Abschnitt besch: (ftigt sich mit den sphärischen Linien zweiter 
Ordnung, oder den sogenannten Kegelschnitten auf der Kugel insbesondere. Die Rectifi- 
cation und Quadratur führt hier auf die elliptischen Integrale, wie sich erwarten liels, 
weil diese Integrale zu den sphärischen Dreiecken in einer ähnlichen Beziehung stehen, 
wie die Nreisfunctionen zu den ebenen Dreiecken. Hierauf folgen noch interessante 
Sitze von der centrischen Theilung der sphärisch-geraden Linien, nebst einigen Nach- 
tragen. Einige Bemerkungen über die Anwendung des kürzlich vom Hrn. Prof. Plücker 
EN enen Coordinaten - Sy stems auf die Sphärik machen den Beschlufs. 

Die Schrift ist, ungeachtet ihres geringen Umfanges, sehr reichhaltig, und mit Ein- 
sicht und Gewandtheit im geometrischen Calcul verfalst. Ihr Gegenstand ist unstreilig 
von grolsem Interesse, nicht allein theoretisch für die analytische Geometrie, sondern 
auch für die mancherlei Anwendungen der Sphärik, z z. B. in der Astronomie, Geographie 
etc. Der Gebrauch der Axen- Coordinaten zeigt sich sehr fruchtbar und wird wahr- 
scheinlich noch ferner interessante Resultate gewähren. 

Diese neue, schöne Arbeit des seiner Wissenschaft mit so vielem Eifer ergebenen 


Veriassers verdient daher in jedem Betracht, der Aufinerksamkeit der Geometer em- 
pfohlen zu werden. 
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